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内 客 简 介 


本 书 隐 述 一 般 拓 梓 学 多 基本 概念 各 方法。 为 了 便于 初学 者 使 朋 、 
前 宇 章 论 述 了 .点 集 论 的 最 蒜 本 的 内 容 ， 并 在 附录 中 尘 实数 现 论 件 了 往 
要 的 介绍 。 全 书包 含有 和 解答 的 习题 共 650 道 ， 其 中 带 有 详细 解答 的 闪 
通 习 二 410 道 ， 这 部 分 材料 是 本 书 各 育 机 组 成 部 分 ， 许多 定 盏 的 证 明 
是 四 习题 解答 的 形式 从 出 的 。 踪 这 部 分 材料 外 ， 书 中 另 有 “ 补 训 习 题 ” 
393 诞 《 一 部 分 提供 了 管 案 )， 供 读者 练习 之 用 。 

”标书 取材 注意 了 精 选 ， 叙 述 方法 注意 了 深入 浅 出 ， 层次 分 明 ， 窜 
于 启发 。 本 书 可 作为 高 等 师范 陀 校 及 其 他 高 等 学 校 “一 般 托 补 学 ” 教 
村 或 参考 书 使 用 ， 也 宜 于 作为 外 学 的 书籍 使 用 。 

书 中 的 外 文 名 字 ， 陈 大家 韶 生 的 那些 如 欧 基 时 德 、 御 卡尔 等 外 、 
一 律 不 于 大 滔 而 将 其 英文 诛 书 写 上 。 原 书 中 的 射 体 字 《 表示 重要 和 名词 、 
术语 ) 在 译文 中 几时 打字 表 之 ， 节 附 上 原文 。 
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一 般 拓扑 学 ， 又 名 点 集 拓 扑 学 ， 近 年 来 已 经 成 为 研究 生 
和 大 学 生 所 必须 具备 的 极其 重要 的 数学 基础 的 一 部 分 。 本 书 
可 用 作 严 式 拓扑 学 课程 的 教 本 ， 或 作为 任何 流行 的 标准 拓扑 
学 教科 书 的 补充 读物 。 对 于 想 对 这 门 浴 程 获得 全 面 而 严格 的 
入 门 知 识 的 读者 ， 本 书 也 是 一 本 有 价值 的 参考 书 。 

每 章 开头 都 是 结合 直观 的 和 拱 述 性 的 材料 清晰 地 叙述 适 
当 的 定义 、 原 理 和 定理 。 接 着 给 出 由 浅 入 深 的 有 解答 的 习题 
和 补充 习题 。 习 题解 管用 来 使 理论 具体 化 和 作 详 细 的 论述 ， 
特别 把 注意 力 集中 在 一 些 细致 的 论点 上 。 如 果 对 这 些 论点 不 
作 前 述 ， 就 会 使 学 生 感到 缺乏 坚实 的 基础 。 同 时 ， 为 了 使 学 
习 更 有 成 效 ， 习 题解 答 中 还 对 基本 原理 作 必 要 的 重复 。 许 多 
定理 的 证 明 包含 在 习题 解答 中 。 补 充 习 题 是 用 来 对 每 章 内 容 
作 一 次 总 的 复习 。 

本 书 所 论 及 的 课题 包括 拓扑 空间 、 度 量 空间 和 赋 范 空间 
的 基本 性 质 ， 陋 离 性 公理 ， 紧 致 性 ， 积 拓扑 以 及 连通 竹 ， 被 
证 明 的 定理 包括 Urysohn 引 理 和 度量 化 定理 、Tychonoff 多 
积 定理 和 Baire 纲 定 理 。 最 后 关于 函数 空间 的 一 章 研究 了 逐 
点 收敛 拓扑 ， 一 致 收 敏 拓扑 和 紧 致 收 敏 拓 拉 。 另 外 ， 了 最 初 三 
章 介 绍 了 必需 的 集合 论 概念 ， 第 四 章 令 述 了 直线 和 平面 上 的 
拓扑 ， 包 录 列 出 了 实数 的 一 些 基本 原理 。 

包括 在 本 书 中 的 材料 要 比 大 多 数 初等 教程 所 可 能 涉及 的 
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多 一 些 。 这 样 做 是 为 了 使 本 书 更 为 灵活 ， 在 作为 参考 书 使 用 
时 更 为 有 效 和 进一步 启发 读者 对 拓扑 学 的 兴趣 。 

最 后 ， 我 要 感谢 我 的 一 些 朋 友 利 同事 特别 是 Joam 
ELandman 二 士 ， 他 们 提出 过 家 宝贵 的 建议 和 对 原稿 作 过 审 
阅 。 我 还 机 为 Schaum 出 版 公司 的 工作 人 员 的 热忱 合作 ， 特 
中 对 Jeffrey Albert 和 Alan Hopenwasser 两 位 ， 表 示 我 的 谢 
意 。 


Sevmour Lipschutz 
Temple 大 学 
1965 年 5 月 


第 一 章 ” 集 与 关系 ., 


1 
梨 . 干 集 . 集 送 算 . 积 集 .关系 ,等 份 关系 ,关系 的 复合 、 

第 二 章 函数 … 32 
务 数 . 附 标 集 . 卡 正 积 . 集运 算 的 一 般 化 ， 相 应 集 画 数 . 实 值 
西数 的 代数 . 

第 三 章 势 与 序 6 
等 价 集 . 可 列 集 与 可 数 梨 , 连续 统 ， Sohroeder-Bermnstein 
定理 , 势 . 部 分 序 染 , 部 分 序 集 的 子 保 ， 第 一 元 苇 与 最 后 元 
素 . 家 大 元 如 与 极 小 元 么 . 上 界 好 下 界 ，Zorn 引 理 . 

第 四 章 直线 和 平面 的 折 扒 eee se 
实 直 线 . 开 集 . 京 点 ，Bolzano-Weierstrass 定理 , 闭 集 ， 
Heine-Borel 定理 .序列 .收敛 序列 .于 列 ，Cauchy 序列 . 
完备 性 ， 连续 务 数 . 平 商 的 振 拖 . 

第 五 章 ,拓扑 空间 ， 诸 定义 … . 128 


拓扑 空 间 . 隧 点 , 闭 集 , 集 的 亲 包 , 内 架 ， 外 从 、 边 界 ， 邻 域 
与 邻 规 系 . 收 伍 序 列 . 较 粗 与 较 糙 的 托 扑 、 子 空间 与 相对 振 


指 扑 的 若 , 痊 基 , 上 由 如 组 产生 的 拓扑 .局 部 基 . 
第 七 章 .连续 与 拓扑 等 价 
渗 续 西数 ， 连 颖 函数 与 任 仍 丘 近 . 在 一 让 的 过 组 性 在 一 记 


* 序 列 连 续 ”"， 开 西数 与 闭 西 数 , 同 是 空间 . 指 扑 性 里. 由 西 
数 请 生 的 拓扑 . ~ ~ 


第 八 章 ”度量 空间 与 赋 范 空间 …… 47 
度量 ,各 之 间 的 既 离 、 直 径 . 开 球 .度量 拓 盾 与 度 遇 空间 . 度 
基本 站 的 性 质 .等 价 度 最 , 度 是 化 问题 ,等 距 的 度 攻 空间 ,Im 
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者 医 氏 空间 Hilbert 空 矢 ， 诬 量 空间 山 的 收效 性 及 过 续 


性 ， 晤 范 空 间 ， 
第 九 章 可 数 性 ee 25 
~ 第 一 可 数 空间 , 第 二 可 数 空 间 ，Tjindelof 定理 ,可 从 


小 振作 
一定 间 .。 Hausdor 纤 空间 。 正则 空间 . 下 郁 空 间 
Urysobn 引 殖 及 度 贡 化 定理 ， 将 点 两 阁 的 函数 组 ， 完 全 上 上 
则 空间 . 
第 十 一 章 ” 紧 致 竹 
复 户 ， 紧 致 介 。 紧 致 空间 的 子 沁 ， 有 有 限 交 性 ， 紧 致 性 与 
Hausdorff 空间 , 列 紧 集 . 可 数 紧 致 集 . 局 部 紧 坡 空间 . 
紧 致 化 。 度 芭 空 间 中 的 紧 致 性 ， 完 金 诊 界 失 ， 借 盖 的 
Lebesgue 效 . 
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分 离 东 连通 集 , 连通 空间 . 汇 直 钱 上 的 连 淫 性 . 分 变 ， 
后 部 过 遵 空 间 . 道路 . 弧 思 通信 . 同 伦 首 路. 单 连 了 空间 . 
第 十 四 章 “完备 度量 空间 …， 
Couchy 序 丈 ， 完 备 度量 空间 ， 闭 梨 变 原理 ， 完备 性 与 
环 缩 肌 象 、 完 备 化 ，Baire 多 定理 ， 完 备 与 致密 . 

第 十 五 章 郑 数 空间 … oo ee 
函数 空间 ， 点 开 折 扑 , 逐 点 收 和 化 性 ,一 瑟 收 各 性 . 菠 数 空 
阅 CC0,17, 一 致 有 界 性 ， 等 虎 连 续 ，Ascoli 定理 。 紧 
台 开 拆 锌 ， 紧 致 收 合 拓扑， 殿 范 空间 上 的 泛 丽 . 
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附录 实数 的 性 质 好 1 
体 公 理 , 实 记 线 , 民 的 于 集 . 正 数 , 序 . 绝对 信 。 最 小 上 
算 公 现 . 区 间 套 性 万 。 
447 


第 一 意 集 与 关系 


集 、 元 素 (Sets，elements) 


集 这 个 概念 虫 现 于 数学 的 备 个 分 支 。 直 观 地 说 ， 一 个 集 
就 是 确切 地 指定 了 的 一 堆 事物 。 我 们 通常 用 大 写字 母 4, B， 
仿 , 工 , … 等 表示 集 。 构 成 一 个 集 的 那些 事物 称 为 这 个 集 的 元 
案 (clement)， 并 通常 用 小 写字 母 4, 53, sy,… 等 表示 。 命 
题 “p 是 4 的 一 个 元 素 ” 或 它 的 癌 义 语 “2 属于 A? 记 为 

PE4。 

这 个 会 题 的 否定 命题 记 为 24 4。 

将 两 种 方法 可 用 于 说 明 某 一 特定 的 集 。 一 种 方法 是 : 若 
可 能 的 话 ， 一 一 列 出 它 的 所 有 元 素 。 鲍 如 

由 一 ta，ey ¢, 0, t} 

表示 集 4, 它 的 无 素 是 字母 6 e i$, 0 和 w。 注意， 在 这 记 法 
中 ， 元 素 之 问 用 远 号 分 开 ， 全 体 元 素 用 花 括 号 { } 括 起 来 。 
第 二 种 方法 是 指出 性 质 ， 这 性 质 正 交 袁 明 该 集 的 元 素 的 特 
征 。 例 如 


B 一 {s,m 是 整数 ，%>0}， 
这 记号 读 作 : “8 是 这 样 一 些 。 的 集 , + 是 整 效 ， 并 旦 4 是 大 
于 零 ”， 它 卖 示 以 正 鸦 数 为 元 素 的 集 B。 在 这 种 记 法 中 ， 通 
名 是 用 = 次 示 集 的 任意 元 素 ， 置 号 “ : ” 意 为 “这 样 ", 副 号 
2” 总 为 “并 且 m 


例 1.1 上 桓 的 集 妃 也 可 以 记 六 
B={1, 2，3， *}, 
注意 ， 一 6E 了 3， 3EB, ngB。 

例 1.2 以 下 所 定义 的 实 直线 上 的 区 间 经 常 在 数学 中 出 
现 ， 其 中 与 了 5 是 实数 ， 且 4a<b。 

至 如 的 开 区 间 二 (4, b) 二 {vg<w<b}, 

& 至 如 的 闭 区 间 二 [g, 5] 一 {2 4<<v<D}， 

9 至 怠 的 左 开 右 闭 区 间 二 (4%, 5] 二 {2，a<%<6}， 

4 至 如 的 友 闭 右 开 区 间 二 [a, 5) 二 {sa<w<6}。 

左 开 右 闭 区 间 和 左 闭 右 开 区 间 也 称 为 “ 举 开 区 问 ?” (half-ogen 
interval)。 

两 个 集 4 与 召 若 有 相同 的 元 素 ， 即 ，44 的 每 个 元 素 均 
属于 8， 而 B 的 每 个 元 素 也 均 属于 4, 则 称 4 与 B 相 等 
(equal), 并 记 为 4 三 BB。4==B 的 否定 命题 记 为 4 二 B。 

例 1.3 设 B={%; 好 一 33 二 2 一 0， P={2, 1 G 一 
{1s 2，2，1j， 则 召 一 六 一人 G。 注 意 ， 一 个 集 不 依 横 于 它 的 元 
素 的 表现 形式 ， 当 它 的 元 素 被 重复 写 出 或 它们 的 排列 次 序 被 
改变 时 ， 集 本 身 保持 不 变 。 

集 有 “有 限 集 ?(finite set) 与 “无 限 集 ” (infinite set) 之 
分 。 一 个 集 若 由 ”个 不 同 的 元 素 组 成 ， 其 中 m 为 某 一 正 整 
数 ， 则 此 集 称 为 有 限 集 ， 反 之 称 为 无 限 集 。 特 别 地 ， 若 一 个 
集 只 含 一 个 元 素 ， 则 称 为 单元 讲 集 (singleton set)。 


子 集 ， 母 集 Subsets，supersets 》 


若 集 4 的 每 个 元 素 都 属于 集 B， 即 若 x€ 4 就 有 2+€B， 
则 称 4 是 吾 的 一 个 子 集 (snbsety， 称 好 是 4 的 一 个 母 集 
(superset)。 这 事实 记 为 
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AcB 或 BA4。 
这 时 也 说 : 4 货 在 (is contained in)B 中 ,或 说 B 例 (contains) 
4. 


4 呈 B 的 否定 命题 记 为 4 筷 吾 或 B 加 4， 其 意 为 ， 有 这 
样 的 %E A 使 得 这 个 $B。 
例 2.1 考察 以 下 请 集 
4={1, 3, 5, 7, …}, 
B={5, 10, 15, 20, …}, 
C={v: % 是 训 数 ，2 之 2} 
={3, 5, 7, 11, *}, 
则 CC 4， 因 大 于 2 的 紊 数 必须 是 奇数 。 另 一 方面 ， 
BEYA, 因 10EB 介 10¢4。 
例 2.2 我 们 用 由 表示 正 整 数 集 ; 世 表 示 整 数 集 ，@ 表 
示 有 理 数 集 ; 民 表示 实数 集 。 从 而 
NECZCQCR。 
注意 ，4CB 并 不 排除 4 二 B 的 可 能 性 。 事 实 上 ， 集 相 
等 的 定义 可 复述 如 下 ， 


定义 ”两 个 集 4 与 召 相等 的 充 要 条 件 是 4CB 同时 BC4。 
当 4C 召 而 4 半 召 时 ， 称 4 为 吾 的 一 个 起 于 祭 (proper 
subset)， 或 说 召 真 含 4。 注 意 ， 有 些 作者 用 符号 全 来 级 述 子 
集 ， 而 符号 C 只 用 于 叙述 真子 集 。 
出 上述 庄 定义 得 出 下 面 第 一 个 定理 ， 
定理 1.1 设 任 给 三 个 集 4, B, 0, 则 
Ci) Ac4; 
《站 ) 车 4cCB 同 时 BCA， 则 4=B， 
( 诈 ) 车 4CB 同 时 BCO， 则 4CO。 
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宇宙 集 与 空 集 《Universal and nul sets) 


在 集 论 的 任何 应 用 中 ， 记 考察 的 集 都 是 某 一 个 确定 的 集 
的 一 些 子 集 。 这 个 确定 的 集 称 为 “宇宙 集 ”(aniversal set)， 
在 本 章 中 我 们 用 字母 如 来 表示 它 。 

为 方便 起 见 ， 也 引入 “ 空 集 ”(empty set 或 null set) 的 概 
念 。 所 谓 空 集 是 指 这 样 的 集 ， 它 不 含有 任何 元 素 。 空 集 被 看 
作 是 一 个 有 限 集 ， 并 且 是 任何 其 他 集 的 一 个 子 集 ， 它 用 符号 
他 来 表示 。 这 样 ， 对 于 任何 集 4 都 有 B 呈 4 二 U。 

例 3.1 在 平面 几何 中 。 字 罕 集 就 是 平面 上 ~ 蕊 点 斯 构 
成 的 集 。 

例 3.2 设 4 一 {?:， ?二 4, 2 是 奇数 }， 则 本 是 空 集 ， 即 
4= 厅 。 

例 3.3 设 B 一 {C2},， 则 B 夺 CM， 因为 也 含 有 一 个 元 康 。 


组 , 灸 ,空间 (Classes, collections, families and 
spaces) 


时 常会 讨论 以 集 作 为 元 案 的 集 。 例 如 一 个 直线 集中 的 每 
个 元 案 是 一 条 直线 ,而 每 条 直线 本 身 是 一 个 点 集 。 为 便于 区 别 
起 见 ， 我 们 有 时 用 “ 址 ”(class 或 collection)、“ 笋 * (family) 
这 样 的 同 义 字 来 代替 “ 集 ” 这 个 字 ， 即 ， 把 集 之 集 称 为 “ 集 
组 ”， 把 组 之 集 称 为 “组 亿 "， 用 这 种 说 法 时 ， 于 组 (subclass 
或 subcollection) 或 于 徐 (subfamiJy) 的 含义 就 和 子 集 类 似 ; 

例 4.1 组 {{2, 3},{2}，{5, 6}} 的 元 于 是 集 {2, 3)， 
{2} 与 {5, 6}。 

例 4.2 设 己 给 一 集 4， 则 所 谓 4 的 “ 势 谷 "(power set) 
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是 措 4 的 -- 切 于 集 所 构成 的 组 ， 它 通常 记 为 多 (4) 或 24。 
例如 ， 著 
A={a, 8, o， 

则 
PA =AA, {0, 6}, {a, cj 6, oj， {0}, {0}, {ec}, BG}。 

一 般 说 ， 芝 所 是 由 而 个 元 素 构 成 的 有 限 全 时 ， 久 (4) 含 
2 个 元 素 。 

空间 (space) ”这 个 词 是 用 来 才 示 具备 某 种 形式 的 数学 
结构 的 非 空 集 。 例 如 : 向 景 空间 , 度量 空间 , 拓扑 空间 等 等 。 
在 这 种 情况 下 ， 空 间 的 元 素 称 为 点 (point)。 
集运 算 ( Set operations 》 

两 个 集 4 和 召 的 并 (union)， 记 为 4UB， 是 带 这 禅 的 
集 、 它 由 4 的 一 切 元 素 和 B 的 一 切 元 素 所 构成 。 即 

4UB={z zcE4 或 %€B}, 

共 中 “或 ”是 表示 “与 /或 ”的 意思 。 

商 个 集 4 和 如 的 突 (intersection) 记 为 4f 囊 尾 指 这 样 
的 集 ， 它 由 既 属 于 4 又 属于 召 的 那些 元 素 所 构成 。 即 

4f 3 一 fs EA 双 wvEB}, 

六 4 站 18 二 名， 妇 若 4 和 BB 没有 公共 的 元 素 ; 则 称 4 和 B 互 
斥 或 不 相交 (disjoint or non-intersectinr)。 若 在 一 个 集 组 .7 


中 ， 任 何 两 个 集 都 互 斥 ， 则 vy 称 为 互 斥 集 组 (disjoint class 
of sets)。 


瑟 的 相对 于 有 的 相对 补 集 (relative compIement), 或 简称 
为 4 与 妃 之 区 (difference), 记 为 NB; 是 指 这 样 的 集 , 它 由 
一 一 


pe 


腐 于 4 而 不 属于 了 3 的 那些 元 素 所 构成 ， 即 
NB= zzE4d, 2¢ 8)。 
注意 ，ANB 和 B 是 互 斥 的 ， 即 
ANB)N B= 
集 4 的 绝对 补 集 或 简称 为 4 的 补 集 , 记 为 4e， 是 指 这 样 
的 集 ， 它 由 不 属于 4 的 那些 元 素 记 组 成 ， 即 
Ar={p. 2EU, 2¢ A}。 
换 杀 话说 ，4 是 字 宙 集 太 与 4 之 差 。 
例 5.1 下 列 图 形 称 为 Venn 图 ,用 以 表示 上 述 的 集 的 运 
黄 ， 其 中 宇宙 集 加 由 整个 矩形 的 区 域 所 表示 ， 一 般 的 全部 用 
避 内 区 城 表示 。 


天 六 部 分 是 A\B 


上 上述 集 的 运算 满足 下 表 中 所 列 的 一 些 规 律 。 


定理 1.2 集运 算 满足 下 表 中 记 列 的 规律 ， 
—$ 


集 的 长 数 规 律 


备 等 摔 (Idempotent Iaws》 


Cla) AU A=4 (1b) AN 4=4 
结合 律 (Assoiative 1aws) 
(2a) (AU BYUG C2b) CANBYNO 
=4U(3UO) 一 40(BnO) 
交换 律 (Commutative laws) 
(3a) AU B= BUA4 (3b) AN| B= B14 
分 配 律 (Distributive laws) 
Ca) AU CBNOY (4b) ANCBUO) 
=(4UB NN (AUO) =(4NBU(ANO 
恤 等 律 Cldentity Jaws》 
C5a) AUG=4 (5b) 40D=4 
(6a) AUU=U 《6b》 ANG=g 
互补 律 (Complement Iaws) 
(7a) 4U 4 (7b) 404= 他 
(8a) (4°) (8b) Ug, O°=U 
De Morgan 律 
(9a) (4U B)°=4°N Be (9b) (AN B=4°UB° 


注意 ”以 上 每 一 规律 都 是 由 和 它 相似 的 名 辑 规律 导出 的 。 例 
如 ， 


4n38={z，zE4 又 YEB 
一 {ze:， EB EA} 
=BN 4, 
这 里 我 们 利用 了 这 样 的 事实 ， 邵 命题 “2 与 99《 记 作 (p 和 信和) 
好 辑 等 价 于 “9 与 2”( 妇 4 人 2)。 
关于 集 的 包含 关系 和 上 列 的 集运 算 之 间 有 以 下 定理 ; 
定理 1.3 下 列 的 每 一 条 件 都 和 4 二 B 等 价 ; 
(iy AN B= A; {iy AUB=B; (Hi) Bre A 
(iv) ANB=8; (VY BU4'=U, 


积 集 (Product sets) 


设 证 知 师 个 集 4 与 B， 则 和 与 B 的 积 集 (product set)， 

XB 是 由 一 切 有 上 侦 (x, 5》 所 构成 ， 其 中 (4 而 
&€8。 即 

AXB={6, 6), a€ 4, BE B}, 

一 个 集 与 它 自己 的 积 ， 例 如 4x 4 通常 记 为 4?。 

例 6.1 读 虱 热 坟 的 笛 卡 儿 平面 就 是 民 * 二 尺 x 民 ( 见 图 
8)。 其 中 每 一 点 卫 表示 一 个 有 片 实数 偶 《4, 了 5》， 反 之 每 个 实 
数 偶 表示 其 中 的 一 点 。 


例 8.2 设 A={1,2,3}，B={a,b},， 则 
AxB={C1, ay, (1, b), ¢2, a;, ‘2,b), <3,27,<3,b)} 
《 见 图 b ) 。 


因为 A 和 B 不 包含 很 多 元 素 ， 人 A x B 可 以 象 图 a 一 b 那 样 
用 坐标 图 表示 。 其 中 馈 生 的 直线 通过 A 的 点 而 水 平 的 直线 通 
过 了 的 点 ,这 祥和 x B 可 表示 为 这 些 直线 的 六 个 交点 。 图 中 的 
点 吕 表 示 有 序 偶 (2, 3》。 一 般 说 ， 车 集 4 有 * 个 元 素 而 集 刀 
有 二 个 元 素 ， 则 4XB 含有 s 必 个 元 素 。 
注意 概念 “有 序 侦 ”《a, 5) 的 严格 定义 是 

Ce, b={ {0}, {4, 人 
由 此 定义 ， 可 证 下 面前 序 性 质 ， 
《8, 8) 一 人 0 Q) 导致 < 一 c 与 5=d。 

积 集 和 的 概念 可 自然 地 推广 到 市 限 个 集 上 去 。 集 4,，4,， 

…， 如 的 积 集 ， 记 为 


4X4x…Xxhn 或 4 


是 出 一 切 % 有 序 组 《81, 6,，。…, tn》 所 构成 , 共 中 对 每 个 有 
mE do 


关系 ( Relations ) 


出 集 4 到 集 8 的 一 个 二 元 关系 (binary relation) (或 简称 
关系 (relation) RR 对 于 4X 刀 中 的 每 个 有 序 偶 《4， 3》 恰好 赋 
于 下 列 二 命题 之 一 ， 

( 主 ) “e 关 联 于 89， 记 为 4Rb。 

《这 )》“a 不 关联 于 p"， 记 为 845。 


由 集 4 到 此 同一 集 4 的 一 个 关系 称 为 入 中 的 一 个 关系 
(a relation in A), 

例 7T.1 对 于 任何 一 个 集 组 而 言 ， 集 的 包含 关系 就 是 这 
个 集 组 的 一 种 关系 。 因 为 对 其 中 的 任意 两 个 集 4 与 吾 来 说 ， 
或 者 是 4CB， 或 省 是 4 迁 B。 

注意 ， 由 集 4 到 集 B 的 任何 一 种 关系 唯一 地 确定 了 
4X 呈 的 一 个 子 集 Rx* 如 下 ， 

R*={(0, 6), aRb}。 
另 一 方面 ，4xB 的 任何 一 个 子 集 Rx 都 可 以 按 以 下 方式 规 
定 一 个 由 4 到 的 关系 BE， 
485 的 充 要 条 人 忻 是 《8, BP》E BR*。 
鉴于 出 4 到 B 的 关系 与 4XB 的 子 集 有 上 述 的 对 应 关系 ， 我 
们 将 关系 重新 定义 如 下 
定义 由 4 到 B 的 一 个 关系 号 是 4xB 的 一 个 子 集 。 


设 已 给 由 4 到 8B 的 一 个 关系 有， 出让 卫 中 所 有 元 素 的 第 
一 个 坐标 所 构成 的 集 称 为 这 个 关系 五 的 定义 域 (domain)， 而 
所 有 元 素 的 第 二 个 坐标 所 构成 的 集 称 为 忆 的 值 震 (range)。 即 
ER 的 定义 域 ={4，《&g, 5》€ R}， 
BR 的 值 域 ={8: 《a, 58>€ RR}。 
刁 的 雍 (inverse)， 记 为 BR-'， 是 由 了 到 4 的 一 个 关系 ， 其 定 
义 如 下 


R={b, 9): Ca, bE RB}, 
注意 玉 -! 可 以 由 台中 有 序 侦 经 过 对 换 得 到 。 


例 7.2 考察 4 二 {1, 2, 3} 中 的 关系 
R= {1, 2), C1, 3), <2, 3)} 


一 力 一 


则 吾 的 定义 城 为 {1，2}， 召 的 值 域 为 {2，3]， 
R71={(2, 1), 《3, 1), 《3, 27}。 
注意 ; 4 中 的 关系 召 和 吾 - 1 分别 地 等 价 于 关系 性 和 症 ， 
即 《4,5)ER 的 充 和 要 条 件 为 6<<Bbs 
《a， 6)ER-! 的 充 和 要 条 件 为 4>B。 

设 已 给 集 4， 则 4 中 的 恒 等 关 系 (identity relation)， 记 
为 4 或 44， 是 捐 4X4 中 两 个 坐标 相同 的 那些 有 序 人 惕 所 构 
或 的 集 ， 即 

dd 一 fed rE A}, 

恒 等 关系 也 称 为 对 角 线 关系 (diagonal)， 这 名 称 是 由 于 其 中 
的 元 素 在 4X4 药 代 标 图 中 的 位 置 而 得 来 的 。 


等 价 关 系 ( Equivalence relations) 


集 4 中 的 一 个 关系 吾 《 也 就 是 4X 4 的 一 个 于 集 R ) 称 
为 等 价 基 系 (eqduivalence relation), 若 它 满足 以 下 三 条 公理 ， 

[万 对 每 个 8€4 有 《4, 0 €R。 

[BE] 车 《a,5)ER， 则 《5, a>E€ BBR。 

[Bl 车 (os 的 E 届 又 人 by cERM Ya, 0 ER, 
一 般 说 ， 满 足 [五 :] 的 关系 称 为 自 反 的 (reflexive)， 满足 [五 ] 
的 关系 称 为 对 称 的 (symmetric)， 满足 [五 :] 的 关系 称 为 传递 
的 (transitive)。 因 此 ， 关 系 玉 是 一 个 等 价 关系 的 充 要 条 件 是 
它 是 自 反 的 、 对 称 的 又 是 传递 的 。 

例 8.1 考察 全 包含 关系 筷 ， 由 定理 1.1 知 ， 对 任何 全 
4， 都 有 4C 凡 成 立 ， 并 且 

若 4C- 有 又 BCO， 则 4CC。 

因此 C 己 是 自 反 的 又 是 传递 的 。 但 另 一 方面 


由 ACB 及 4 寺 昌 导致 Bc 4。 
故 己 不 是 对 称 的 ， 从 而 它 不 是 一 个 等 价 关系 。 

例 8.2 在 区 氏 几 何 中 ， 三 角形 的 相似 关系 是 一 种 等 价 
关系 。 因 为 设 &, 有 8， 7Y 为 任何 三 角形 ， 则 (i) a 和 它 自己 相 
似 ! (让 ) 若 相似 于 BB， 则 良和 相似 于 (iii) 车 和 相似 于 
月 又 相似 于 了 ， 则 相似 于 Y。 

设 且 为 4 中 的 一 个 等 价 关系 ， 则 元 素 4€ 和 4 的 车 价 类 
(equivalence class)， 记 为 [2]， 是 指 和 4 处 于 关系 的 元 素 
全 体毛 构成 的 集 。 即 ; 

[go] 一 人 :4 ¢)€ R}。 
妈 的 等 价 类 集 , 记 为 4/ 玉 ， 称 为 4 对 于 的 商 集 (quotienit) 。 


即 ， 
4/B-tLO: o€ A 


商 集 4/ 召 有 以 下 诸 性 质 : 
定理 1.4 设 卫 为 4 中 的 一 个 等 价 关 系 ，[e] 为 元 4€ 的 
等 价 类 。 风 
《i ) 对 于 每 个 4€4 有 4E€La]j; 
Ci) [eI 一 [851 的 充 要 条 件 是 <9, 多 E 已 
(证 ) 著 [ea] 关 [8， 则 [ae] 与 [8] 互 斥 。 
设 .% 为 集 4 的 某 些 非 空子 集 所 构成 的 集 组 、 若 满足 
以 下 条 件 ， 则 称 sg 为 4 的 一 个 分 割 (partition)， 
(1) 每 个 4€4 必 合 于 2 的 菜 个 元 素 之 中 
(2) . 吧 中 的 元 素 两 两 互 斥 。 
从 而 ， 由 上 面 的 定理 得 到 关于 等 价 关系 的 基本 定理 
(fundamenta! theorem of equivalence relation) 恕 下; 
定理 1.5 设 及 是 4 中 的 一 个 等 价 关系 , 则 商 集 4 刁 是 4 的 
—18— 


一 个 分 割 。 
例 8.3 设 总 为 球 数 集 卫 中 的 一 个 关系 ， 其 定义 如 下 
w=y(mod 5)。 
这 关系 污 作 : “2 按 模 5 同 余 于 9y”， 其 合 义 为; 2 一 2 被 5 所 
整除 。 则 Rs 是 也 中 的 一 个 等 价 关系 ， 在 也 /了 Rs 中 恰好 有 五 


个 等 价 类 : 

B={., —10, ~—5, 0, 5，10， 一 [一 10] 一 [5] 
二 [0 一 [5 一 …， 

吾 一 人 一 9， ~4, 1, 6, Hl, }=[ 9]=[—4 
=[1]~=16]—*, 

B=t{., 8, —3, 2, 7?, 12, …} 一 [一 8]=[ 一 3 
=[2]=[£7I3=…, 

E,={…, —7, ~2, 3, 8, 13, }=[—7]=[L-2] 
=[31=[8]=…, 

B={", —6, —1, 4, 9, 14, …}=[—6j=[—1] 
一 [4 一 [9 了 一 …。 


注意 : 每 个 整数 严 可 唯一 地 表 去 为 5g9+7， 其 中 0<r 
<<5，Y 是 祭 数 。 这 个 了 是 等 价 类 本 中 的 一 个 元 素 。 
这 些 等 价 类 两 两 互 床 ， 并 且 有 
Z=B UB LU EU EU EB., 


关系 的 复合 (Gomposition of rejations > 


设 如 是 由 必 到 如 的 一 个 关系 ， 洲 是 由 B 到 的 一 个 关 
系 ， 即 :DC4XB VBxC。 则 由 此 可 得 一 个 由 4 到 C 的 
关系 如 下 ， 它 由 4XC 中 具有 下 述 性 质 的 一 切 有 序 侦 《4, o>》 
所 构成 
有 bEB 使 Ls, 5)EDU 同时 45,5)EV。 这 个 新 的 关系 
1 


称 为 口 与 了 的 复合 〈combosition)， 并 记 为 Vy。U 《请 读者 注 
意 ; 口 写 在 后 面 ， 『 写 在 前 面 。 有 些 作者 将 这 个 关系 记 为 


Ue V)。 
为 方便 起 见 ， 引 入 下 列 符 号 : 
也 表示 “存在 车 2 
s.t， 表 示 “ 使 得 ? 
于 ”表示 “对 所 有 的 ? 
一 > 表示 “导致 > 
利用 这 些 符号 ， 可 把 VeU 表示 如 下 
JU 一 fo y): EA, y EC; HOEBSs.t. 
x, bE U, 0, y EV}, 


例 9.1 设 4={1, 2,3,4},， B={z, y, 2 20}， 
C={5, 6,7; 8}。 令 
U={1; 2), 1, 7, C2 2), 《3, wy, 《4, wy}o 
V={(y, 5), Cy, 67, C2, 8>, C0, 7)}o 
就 是 说 ， 口 是 44 到 互 的 一 个 关系 ， 了 是 如 到 已 的 一 个 关系 。 


这 两 个 关系 可 以 图 未 如 下 ; 


从 而 
"A1, BEVoUBYEBE C1, EU, Cy, 5)EV, 


《bb 6YEVoUNYEBE C1, YEU, Cy, bEV, 
3, 7 EVoUDwWEBE C3, w EU, bw, 7 EV, 


一 下 一 


C4, TIEVoUN WE BE (4, wv) EU, (to 7>EV, 
其 他 的 有 上 序 悄 都 不 属于 VoDU， 就 是 说 
VeU={C1, 5), C1, 6), C3, 7>, 44, 7)}。 
注意 : Vo 中 是 由 县 有 以 下 将 点 的 那些 有 序 锡 《6, 5)* 所 
构成 ; 在 上 面 的 图 示 中 ， 有 酒 个 相连 接 的 以 头 形成 的 一 条 
“路 "把 GE 和 DEC 联结 起 来 。 
例 9.2 设 口 与 了 是 及 中 的 关系 ， 其 定义 如 下 : 
U= 人 cz， VY +=1}, 
V={Cy, 2: 29g 十 3z 一 分 ， 
则 从 形 二 久 一 1 和 29 十 3z 二 4 这 两 个 方程 消去 变量 y， 就 得 
到 口 与 了 的 复合 了 。U。 摘 言 之 ， 
VoU={(, 2 422 十 922 一 242 十 12 一 0}。 
例 9.8 设 风 为 正 整数 集 ， 又 设 及 表示 了 中 的 关系 < 
即 。，《4, 8)E 忆 的 充 要 末 件 是 6<D， 因 此 《2 57E 忆 -1 的 充 
妥 末 件 是 o>>5， 贡 有 
情形 -一 {z 9 vw, EN IbENSs.t, 
Cwm, BY ER™', C3, y) € R}, 
={(%, 9): zy EN abENs,t.br, b<y} 
{NN{1 Dx{NN{I}} 
={(z, 办， 7, VEN 2, y+1}, 
Rioch={r, sg ¢, yEN; 35ENs.t. 
《zs BE BR, Cb, y € R-'} 
一 人 0 2 yEN; 3oENSs.t. 3>z, b>y} 
=NxN。 
注意 ; ReB-! 革 RtoB。 


本 泽 法 ， 原 文 为 《x,y>, 因 为 比例 中 X, 了 为 第 B 中 两 个 元 宫 , 为 避免 源 湛 ， 
政 用 《ay by。 


一 藤 一 


习题 解 等 

集 ， 元 于， 子 集 

1, 设 4= {z: 33 一 6]， 问 是 否 4 一 2? 

解 。 和 4 是 册 单 一 元 素 2 组 成 的 集 ， 即 4 一 {2 }。 数 26E 了 4 
但 2 专 4。 注 意 一 个 元 素 史 与 节 元 素 集 {2 } 有 本 质 差别 。 

2， 下列 诸 集 中 哪些 是 相等 的 : 必 ， {0}, {2}。 

解 ， 丙 两 不 相等 。 集 {0} 含 数 0 一 个 元 素 。 集 好 不 含 任 
何 元 素 ， 它 是 一 个 空 集 。 集 {名 } 也 含 一 个 元 素 ， 这 个 元 来 就 
是 空 集 他 。 

3. 下 列 诸 集中 哪些 是 空 集 ? 

(1) 总 =-{z， v=9, 229=4}, 

(ii)y Y={%, vA2}, 

{iii} 2Z={%, T+8=8}。 

解 ，() 没有 任何 元 素 既 满足 空 =-9 又 满足 ?3z=4， 四 
此 马 一 他。 

《ii)》 我们 总 是 假设 任何 事物 就 是 它 自己 。 因 此 了 是 空 
集 。 事实 上 ， 有 些 课本 是 将 空 集 定 义 为 名 = {z: xz 对 的 。 

(证 ) 数 0 满 足 %+8 一 8， 因 此 8={0}， 从 而 2Z<* 他 。 

4， 求证 ，4 一 {2, 3, 4, 5} 不 是 五 一 {% 2 是 供 煞 } 的 子 
集 。 

解 ， 必须 证 明 4 至 少 有 一 个 元 素 不 局 于 B。 因 3E4 而 
3 和 切中， 所 以 4 不 足 吾 的 子 集 。 

5, 求证 定理 1.1 之 (十); 若 4c-8 同 时 Be-0， 网 
ACO, 

一 8 


解 。 必须 证 明 《 的 每 个 元 素 也 属于 OC。 设 YE4， 由 
4cCB 得 z€B; 但 BcO 故 zECO。 因 此 证 得 , 由 2 人 4 导 政 
zEO， 即 4C0。 

6. 求证 : 车 4 尾 空 集 亿 的 一 个 子 集 ， 则 4= 气 。 

解 ， 空 集 是 任何 集 的 子 集 ， 特 别 地 ， 包 己 4。 但 由 假设 
4C 包 。 因 此 和 由 定义 1.f 得 4= 所 。 

7.， 写 出 集 &={1，2，3} 的 势 集 多 (S)。 

解 : 8 的 势 集 是 必 的 所 有 闻 集 的 组 。 呈 的 子 集 是 {l，2， 
3}, {1, 2}, {1, 3}，{2，3}, {1}，{2}, {3} 和 空 集 他。 因此 ， 

BD (8)={8, {1, 3}, 2, 3}, {1, 2}, {1}, £2}, {3}, 0}, 
注意 8 共有 2* 一 8 个 子 集 。 

8。 写 出 集 5 一 {3, {1, 4}} 的 势 集 氏 Cs)。 

黎 ， 首 先 注意 怠 包 含 两 个 元 素 :3 和 集 {1, 全 。 因 此 多 (3》 
含有 年 一 4 个 元 素 ，8， 弛 ， 省 有 3 的 单元 素 集 {3}, 含有 集 
fl 4} 的 单元 素 集 {{1, 4}}。 换 育 之 ， 

(8)={8, {3}, UL, 4}}, 2}, 


集运 算 

9. 设 U={1,2,…,8, 9}, A={1, 2, 3, 4}, B={2, 4, 
6, 8}, C={8, 4, 5, 6}。 写 出 (i) 4°, (ii) (ANO), (ii) 
BO, (iv) (AU B)°, 

解 ，(i》 本 由 在 口中 而 不 在 4 中 的 元 素 组 成 因此， 
Ad*={5, 6, 7, 8, 9}o 

(过 ) 4NC 出 既 在 4 中 又 在 C 中 的 元 案 组 成 ;因此 ， 
ANC={3, 4}, (AfNO)’={1, 2, 5, 6, 7, 8, 9j。 

(Hi) BNC 出 在 至 内 而 不 在 C 内 的 元 素 组 成 四 此 ， 
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BNC={2, 8}。 

(iv) 4U 吾 由 在 4 内 或 在 召 内 【或 既 在 4 内 又 在 召 内 》 
的 元 素 组 成 ， 因 此 ，4U 吾 = {1,， 2, 3, 4, 6, 8, }， (A4UB): 
={5, 7, 9}。 

10. 求证 ，(4N\B8) 站 B=。 

解 ， (4 了 有 有 = {z， 7ZEB x€ A\B} 

={z: EB, rE A, wt¢ 8B} 
=8。 
因为 没有 一 个 元 素 能 同时 满足 2€B 与 4 B。. 

11. 求证 De Morgan 定律 ，(4{] B)'=4° 站 PP。 

解 (AUB)°={z EAUB}=i{2: mE A, r¢B} 

={2, EA’, xE Br}= ANB, 

12. 求证 ， BA4=B81 4:。 

解 : BNA={z; ZEB, 2¢ 4} 

={%: YE EA}= BN A 
13. 求证 分 配 律 。4N (BUC)=(4N 8)UC4N0)。 
解 ， 4n(BUC)={r xz€ A wvE BUC} 
={t: +¢€ A %E 万 或 5EOT 
={51, rE A, 2oEBi 或 5E 4, sEO} 
,一 {z+E4NB 或 EANO} 
=(A4NB)L (ANO), 
注意 在 上 面 第 三 步 推理 中 我 们 利用 了 类 似 的 逻辑 规律 
DA(V7) 一 (AS9)VCDAr)，- 
其 中 人 读 作 “和 和 ”"”，V 读 作 “或 "。 
14. 求证 ， 对 任何 集 4 与 了 B， 有 4 站 BC-4cAUB。 
解 , 设 %€E4N 马 则 wE 4 同时 %& B。 特别 地 ，sE4， 
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从 而 ，4mn BC 4。 若 sE4, 则 zc4 或 zEB, 即 zE4UB。 
因此 4C4UB。 换 句 话说， 
AnBC4cC4UB。 

15. 求证 定理 1.3(1)，4CB 的 充 要 条 件 是 4 站 B=4。 

解 : 假设 4CB。 又 设 *E€4, 则 由 假设 EB 天 此 
2sE€ 4 同时 sEB, 即 %E 4NB, 从 而 4CAMB。 但 由 上 题 
4 BC4, 故 

ANB=A。 

另 一 方 而 ， 假 设 4 从 B=4， 则 特别 地 4C4N B。 但 由 

上 题 4 站 BC-B， 因 此 由 定理 1.1，4CCB。 


积 集 ， 关 系 ， 关 系 的 复合 
16. 设 4 一 {a, b}, B={2, 3}, O={3, 信永 
(i) 4x(BUC) 
(ii) (AxB)UCAxXO), 
解 ，(i) 首先 计算 BUC={2, 3, 4}， 则 
Ax {BUO ={a, 2), Lo, 3, a, 4), 68, 2), 
《b, 3>, <b, 4)}, 
《ii 首先 求 4XB 及 4 xO; 
AxB-{a, 2), (a, 3), (bh, 2>, (b, 3)}。 
AxO=—{(2, 3), (a, 4), (b, 3), (Bb- 4)}。 
振 算 它们 的 并 ， 
(AxXB)U (AXO) 
={Cg, 2), 《a, 3), €b, 2), <b, 3), 《a, 4), C6, 4)}, 
注意 ， 由 (让 和 (二 ) 得 | 
AX(BUO=(Ax BUC(AXO), 
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17. 求证 ,4x (BN=(CAX BNCAxXO), 
解 ， Ax (BNO)={(r, 9): s€ 4, yE BNO} 
一 fo : LE A, yEB, YECT 
={(%, 1 lz, YE AXB, Cr, VE AXO 
=(A4xB)N (AxO), 
18. 设 4 一 {1, 2, 3, 4}，B 一 {1, 3, 5}; 及 是 由 4A 到 是 
的 关系 之 , 即 ，《4, 5》E 避 的 充 要 条 件 为 a<<b。 
(i ) 把 妃 作 为 有 序 侦 的 集 写 出 来 ， 
(证) 把 至 在 4XB 的 举 标 图 上 标 出 ， 
《征求 吾 的 定义 域 ， 值 域 ， 并 求 BR-1， 
(iy) 求 ReR-!。 
解 ，(i) BR 是 由 满足 4<<5 的 那些 有 序 偶 (ea, 5)E 4xB 
所 构成 ， 故 
R={1, 3), (1, 5), (2, 3), (2, 5>, (3, 5), C4, 5)}。 
(ii) 把 妊 在 4X 吾 的 坐标 8 
图 上 标 出 ， 如 下 图 所 示 。 和 十 十 二 二 
(者 ) 五 中 所 有 元 素 的 第 | 
一 个 坐标 所 构成 前 集 是 到 
的 定义 域 ， 因 此 R 的 定义 域 
={1, 2, 8, 4}。 
五 中 所 有 元 素 的 第 二 个 克 
标 所 构成 的 集 是 的 值 域 ， 因 此 R 的 值 域 ={3, 5}。 
五 中 所 有 元 素 的 第 一 和 第 二 个 坐标 互相 交换 后 得 到 的 集 
是 BR 因此 
RB-!:={(8, 1), 5, 1), (3, 2>, (5, 27, C5, 3>, 5, 4)}。 
(iv) 为 了 求 BReB-!, 首先 把 BR-! 利 五 的 图 形 构 造 出 来 如 
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下 图 。 注意 在 箭 积 ReR-! 中 第 二 个 因子 如 :应 先 构造 ， 所 以 
ReBR :={43, 3), 《3, 5), 《5, 3), 《5, 5}。 
19. 设 下 是 实数 集 R 中 的 一 个 关系 ， 其 定义 如 下 
车 有 整数 ”使 ECn, n+1 同 时 YEfn, n+1], 则 Ty。 
试 西关 系 了 的 图 。 
解 ， 丰 出 以 下 有 阴影 的 正方 形 组 成 。 


3 Bg 对 


20. 设 了 为 实数 集 民 中 的 一 个 关系 ， 其 定义 如 下 ; 
wTYy 的 充 要 条 件 是 0 和 一 ys1。 

《1) 把 与 7-! 作 为 RxR 的 子 集 表 示 出 来 ， 并 面 图 。 

《站 ) 求证 ， 了 7 一 {z， 22> jz-z| 才 1}。 

解 ， (i T={Cz, 97: x YER, 0<2— yl} 

Ti {ks, WD CY, > ET} 
={<%, VY: %, YER, OYy— rl1}, 
关系 与 -1 图 示 如 下 ; 
一 81 一 


了 的 贸 


(站 由 关系 的 复合 定义 得 到 
Km 2 WERS.t. Cs, gET, cy, 2 ET 
={%, 2 WERs.t, Cy, 2>, Cy, > ET} 
—{K%, 2>: WERSs.t. 0<y— se1, 0<3?y 一 >S1}。 
设 8={<m z》，|s 一 z| 志 1}， 需 要 证 明 ?oT 二 8。 
设 Ce, 2>E7o7-5 则 于 Ys.t, 0<y-z, yz<1, 但 
Oy YrE1—>y zl 
ylTY 
一 全 2 一 2 生 1。 
还 有 0<y 一 o 9 一 ? 委 1 一 >9 一 5<1 
一 六 一 4 委 1 十 9 一 2 


一 -<l。 
换 旬 话说 ,0<y 一 sy-2<1 一 > -1<2-z< 1 
而 一 村 ?一 2S1 即 是 |z-zl<&1。 
从 而 ， 《2 2 €5, 即 了 -CS。 
再 设 《“m% 22EB 则 jc 一 z| 生 1。 
令 Y 一 max(o 2); 
则 0<S3y 一 5<1 及 0<y 一 51 
于 是 《oo 2》 也 ETog-:， 即 ，SCTo7- 
因此 Top-t=8, 
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21. 求证 ， 对 任何 两 个 关系 廊 CXXxXY 及 SCYX 儿 有 
(SoR)-1= BR-!e8-1, 
解 : (SeB)-!={C2, 2>: 《%, 2> ESoR} 
={z, “>: YEYS.t, Cx, y> ER, 
<y, 2> ES} 
={lz, ?7: 本 ETs.t 2 9 ES 
Cy 2> ER 
=R"ioS"!, 
22. 求证 ， 对 任何 王 个 关系 RC 邢 X 有 , SCXXP 了 及 
TCYxZ 有 (TS8)R= Te(SeR), 
解 ，(T:8oB) 
={Cw, 2>: HLERXg.t, Cw, IE R, Cv, 2> ET SH} 
={Cw, 2>; LERX, YE PSs.t. Cw, 2> EB, 
《zy > ES, Cy, 2> ET} 
={Cw, 2>: HyEPS.t. Cw yg ESR, 
《ys 2> ET} 
一 和 oo(SoBR)。 


自 反 的 ， 对 称 的 ， 传 递 的 及 等 价 的 关系 


23. 求证 : 设 忆 是 4 中 一 个 关系 ， 即 ,BA4x 有 4, 则 
《1i) 只 为 自 反 的 充 要 条 件 是 44C 吾 。 

《站 ) :如 为 对 称 的 充 要 条 件 是 R= BR-1。 

(十 ) 吾 为 传递 的 充 要 条 件 是 ReRCR。 

(iv) 车 情 自 反 则 RoR 一 R 且 ReR 自 反 。 

Cv) 若 吾 对 称 网 ReR-!=R-'eR。 

(vi) 若 吾 传递 则 吾 * 刁 为 传递 。 
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解 ， Gi) 对 角 线 关 系 44 一 {Xa, a>: aE4}。 站 为 自 反 
的 充 女 条件 是 对 每 个 4€4 有 《84,4>CR, 而 《<a, a>€R 的 
充 蜂 条 件 是 44 忆 BR。 : 

《二 ) 可 直接 由 BE-! 的 定义 和 对 称 性 推出 。 

《十 ) 设 X48, c> ERoR; 则 30E4s.t. 《cy b>ER 及 
《6,0)E RR。 但 出 传 北星， 《4,3), 《8,0) ER 导致 Ca,c> ERB。 
由 此 推出 Ro。BCR。 

另 一 方面 设 RoRR。 着 《4, 8》>,， C6, o> E RR， 网 
《4, C7》E 也 玉 一 玉 ， 换 名 话说 ， 吾 基 传 递 的 。 

(iv) 设 <c， 5>E 吾 ， 现 在 ， 忌 * 玉 = {<oy ey: 32DE4s.t. 
《wy b>ER, <b, o> ER}。 天 Ce, 5> ER 且 因 民 为 自 反而 有 
《8,5> ERR, 故 <4, 6>E RoRBR， 地 RCReR。 从 而 ，A44 忆 RC 
Re 及 导 数 召 * 召 也 为 自 反 。 

(V) BoB!={C0, cr BE As.t, C0, b> ER', 

<b, o> ER} 
={<g, C7: HAVEAsS.t. <a, 8>ER, Cb, ce> € R-!} 
=R-ioR, 

(Yi) 设 Ca， 38>,， 《3,0c>E RoR, 由 ( 道 ), Re RCR， 因 此 
人 3>, 《b,c> ER。 攻 《a,c》ER。oR, 即 RsR 是 传递 的 。 

24。 己 给 立 二 {1, 2，3} 中 的 一 个 关系 

R= {1, 1>, <2, 3>, <3, 2>}, 

间 ， 及 是 否 (i) 自 反 ，(iity 对称 ，( 过 ) 传递 ? 

解 ，(i) R 非 自 反 , :四 2E 也 但 《2, 2> RR。 

人) 呈 为 对 称 ， 因 RB-!=R。 . 

《过 ) 吾 非 传递 ， 因 《3 2>ER 及 <2， 3> ER 但 《3,3> 
EB 


中 . 集 及 xN 为 正 幕 数 有 序 偶 构 成 之 集 。 设 五 为 Nx 肝 

中 的 关系 仿 ， 其 定义 如 下 
《4， 48> 心 《e, a》 的 充 要 条 件 为 a4 二 bc。 

求证 ， 刀 是 一 个 等 价 关系 。 

姐 ， 注 意 对 每 个 (a, 5> ENxN, Ce, 5> 心 Ca, 5>, 因为 
9 一 bq 因此 蕊 是 自 反 的 。 

假设 <a, BC do 4>, 则 ad=bc, 也 就 是 05=da, 因此 
<o，d> 心 Ca, 5>， 从 而 至 是 对 称 的 。 

再 设 <e, 8>Cuco 8》 及 《es 人 D 忆 de >， 则 od4=Be 上 且 
ef 一 2e， 于 是 (ad) (ce 有) 一 (Be) (de)， 两 边 约 去 公 因子 得 &f 二 
B50。 从 而 <o 8 人 Ke 六。 央 此 是 传递 的 。 

因为 电 是 自 反 、 对 称 和 传递 的 ， 放 玉 是 一 个 等 价 关 
系 。 

注意 ， 芳 把 有 序 俩 《a, 5》 记 成 分 式 多 ， 则 上 述 关系 忆 
实际 上 就 大 通常 两 个 分 式 相等 的 定义 ， 即 全 一 4, 它 的 友 
要 条 件 是 ad=Be。 

25， 求 证 定 再 1.4; 设 且 为 4 中 的 一 个 符 价 关系 , [q] 志 
示 4E 4 的 等 价 类 ， 则 ， 

〈i) 对 每 个 aeE4, 有 zwEFe]。 

(和 ) [四 天 [ 扫 的 充 要 条 件 为 Ca， 5》E€ RR。 

(证 》 若 [es 所 [的 ， 则 [g] 与 [ 芭 互 斥 。 

解 ，(i) 因 六 是 自 反 的 ,所 以 对 每 个 5E4 有 《ea 
,因此 6€ [o]。 

(二 候 疫 ce, 5> € 8, 要 证 明 的 是 [9]=[ 厅 , 设 wEc5]， 
则 (2 € 马 但 自 假 设 《a, 5> € R， 帮 由 传递 性 得 Ca, zy 
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ER。 从 而 *E [ca]， 即 [cra。 为 了 证 明 [s]c[0， 注 意 
由 对 称 性 可 知 ，<4, 8> GE 五 导致 .5 9> ER， 于 是 由 同样 的 
推理 可 得 [9]CC55]。 这 就 证 明了 [ce]=[51。 

另 一 方面 ， 若 te3=55]， 则 由 自 反 性 ,5E153 二 [eq], 即 
a, b> ER, 

( 壕 ) 我 们 来 证 明 与 它 等 价 的 道 否 命题 ， 即 落 [3 几 15 
专攻 ， 则 [ea] 一 [ 妇 。 

著 [9j 们 [ 幻 站 多。 则 392E4 使 xECej 几 []， 因 此 
《a, x》 ER 县 《b,xz> ERR。 由 对 称 性 得 Cz, b>E R， 而 由 传 
递 性 得 “ac, $9>& BR。 于 是 由 (证) 推 得 [Le]=[8]。 . 


补充 习题 
集合 ， 元 素 ， 子 集 
27。 判断 下 列 集合 中 哪个 是 空 集 : 
(1) {2 1<%<2, ER!, 
(Ci) fj<z<2 2EN)， 
(i) tz: 4€ O}, 
iv) {0, ticw, we R}, 
28, 设 4={1, 2 …, 8,9}, R={2, 4, 6, 8}, 
CO={1, 3, 5, 7, 9, }, D=148, 4, 5}, 
E=1{3, 5}, 
如 果 我 们 给 直面 的 条 件 ， 这 些 集 合 中 娜 个 能 与 下 相等 ? 
Ci) 肝 与 如 不 相交 ，(ii) XCD 有 XB，(iii) XcA 
且 有 EO，(iv) XC 且 宝 4。 
29。 指 出 下 列 各 个 断 盲 是 对 还 是 错 。 
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《i) 一 个 有 限 集 的 每 一 个 子 集 是 有 限 的 。 

( 主 》 一 个 无 限 集 的 每 一 个 子 集 是 无 限 的 。 

30. 讨论 下 列 三 个 集 之 间 的 所 有 包含 关系 和 元 素 关 系 ; 
2, 129}, {8, {2}}。 

31， 求 证 闭 区 间 [&, 扫 不 是 开 区 间 (c， 8) 的 一 个 子 集 。 

32, 求 U={0, 1, 2} 的 势 集 儿 (0) 和 V10,11, 2}} 
的 势 集 多 (了 )。 . 

33， 指 出 下 列 每 个 断言 是 对 还 是 错 ， 其 中 是 任 一 非 空 
集 ，2' 是 避 的 势 集 。 

(人 SE2', (i) Sc2, di) {8} E2°, Gv) {8}C2 
集 的 运算 


34. 设 4={1, 2, 3; {1 2, 3}}， B={1; 2, 11 2}}; 
求 4UB ANB, A\B, B\A4。 ， 
35. 将 下 面 每 一 个 Venn 图 用 阴影 画 出 : 


(i) 4N BUO), 《ii CONAN B), 
A 
CGR) 中 
- 


36. 求证 并 用 Venn 图 表示 ，4\B 一 BN\4。 

37， (iD 求证 ， 4 内 (BN\O)=(4N B)、(4 由 0)。 

(it) 举 一 个 例子 说 明 4U (BNO)(4UB)、N(4U0O)。 

38. 求证 ，24* 介 25 一 24%5，24U23C24W3。 举 一 个 例子 
说 明 22U22 寺 2443。 
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49， 求证 定理 1.8: 下 列 每 一 个 条 性 等 价 于 4 
人 ANB=4, (ii) AUB=B, (ii》 BCde， 
《iv) AN BBG, (v) BU4°=U, 
(注意 ，4 由 B 一 4 等 价 于 4CB 已 在 习题 15 中 证 明了 。) 
40. 求证 4cB 当 且 权 当 对 任何 C 有 
BNO)U 4= BN (CU 4)。 


积 集 ， 关 系 ， 关 系 的 复合 

41, 求证 ， 4x (BUO) 一 (4x BU(AXO)。 

42. 用 有 序 偶 的 定义 ， 即 <a,， 3> 一 {4{2},1{6, 8}}， 求 证 
《ay 8 一 《cy 8》 当 且 仪 当 4=6 同时 6=。 . 

43。 试 确定 从 惧 有 名 个 元 素 的 集合 到 具有 “个 元 素 集 合 
的 不 同 关 系 的 数目 ， 其 中 we 与 % 为 下 整数 。 

44. 设 且 是 由 R 一 1《%, y》; YEN, 2+2y 二 12} 所 定 
义 的 正 整数 集 N 中 的 关系 : 

《i) 将 五 写成 一 个 有 序 偶 的 集合 。 (it) 求 吾 的 定义 域 ， 
值 城 及 RR  。(ii) 求 RoR。(iY) 求 Ri'oR。 

45， 考虑 入 中 的 关系 

R={4, 5>, Cl, 4>, <4, 6>, <7, 6>, <3, 7>}。 

(i) 求 玉 的 定义 域 , 值 域 及 BB-!，( 科 ) 求 Ro 有 BR，( 进 ) 求 
R-!: RB。 

46. 设 品 与信 是 由 U={K%, :2+2y=5} 和 了 一 
{<w, y>， 22 一 % 一 3} 所 定义 的 只 中 的 关系 ，(i) 求 了 Pe0， 
(i) 求 Ue 了 7。 

47. 考虑 民 中 的 关系 之 与 ， 求 证 ,<<U4= 翅 ,其 
中 4 是 对 角 线 。 

一 由 一 


等 价 关 系 


48， 指 出 下 列 每 一 断言 是 对 还 是 错 ， 设 卫 与 全 是 集 4 中 
的 《 非 空 ) 关系。 

《0D 落 吾 是 对 称 的 ， 则 BR-!' 也 是 对 称 的 。 

(2) 车 五 是 自 反 的 ， 则 BBR"! 半 多 。 

(3) 车 忆 是 对 称 的 ， 则 BN BR-!'*e 多 。 

《4) 若 吾 与 8 是 传递 的 ， 则 吾 US 也 是 传递 的 。 

(5) 车 五 与 全 是 传递 的 ， 则 召 几 3 也 是 传递 的 。 

《6) 车 尾 与 3 是 对 称 的 ， 则 吾 US 也 是 对 称 的 。 

(7) 车 召 与 8 是 对 称 的 ， 则 吾 8 也 是 对 称 的 。 

(8) 车 五 与 态 是 自 及 的 ， 内 如 从 坊 起 是 自 肥 的 。 

49， 演 虚 下 整数 的 有 序 候 保 合 NXN， 设 位 是 南 

a, bee, > iff atid=b+e 

所 定义 的 NxNN 中 的 关系 。 

《i ) 求证 属 是 一 个 等 价 关 系 。 

(站 ) 求 《2,5》 的 等 价 类 ， 即 [<2, 5>1。 

50. 设 僵 是 只 中 的 关系 ， 由 &9 iff wy 是 整数 所 
定义 ， 求 证 ~ 是 一 个 等 价 关系 。 

51. 设 ~ 是 笛 卡 几 平 面 R: 中 的 关系 ， 出 

《29 YW 2> 这 row 

所 定义 ， 求 证 ~ 是 一 个 等 价 关系 ， 并 画 出 几 个 等 价 类 。 

52， 设 4 与 8 蚌 任意 实数 ， 并 设 ~ 是 民 * 中 的 关系 ， 由 

Lm, gw, 2> HE LEZ 

使 得 2“ 一 2 一 ha, 9 一 2 二 所 定义 。 

求证 ~ 是 一 等 价 关系 ， 并 而 出 个 等 从 闫 。 


一 加 一 


补充 习题 答案 


27- (与 (ii) 中 的 集合 是 空 集 。 

31. gE€[2, 51 但 a¢ (0, 8)。 

32. PP)={V, {10}, {{1, 2, 3}}, Gro 

33. (i) 对 ，(i 错 ，(iit》 销 ，(iy》 对 。 

34. AUB={1, 2, 3, {1,2}, {1, 2，3}}， 
4N B=—1{1, 2}, A\ B={3, 11, 2, 3}}, 
BA={{1, 2}}. 

35. 


37. (ii) OG@, 4=BAZ, 
38. 例 ，4 二 {1}, B= {2}。 
‘43, 2m", 
44. (i) B={C10, 1>, C8, 2), 6, 3), (4, 4>, 《2, 5>}。 
(站) 屁 的 定义 域 ={10, 8, 6, 4, 2}, 
BB 的 值 域 ={1, 2, 3, 4, 5}， 
80— 


R-t= {<1, 10>, C2, 8>, <3, 6>, C4, 4>, <5, 2>}。 
(iii) Re R={<8, 5><4, 4>}。 
(iv) R-!'eR={C10,10>,¢8,8>,46, 6>,(4, 4),<2, 27}。 
45，(i) 是 的 定义 域 ={4, 2 7 3j， 
五 的 什 域 ={5, 4, 6 7}， 
BR-!~{C5, 4>, <4, 1>, <6, 4>, <6, 7>, <7, 3>}。 
{ii) ReR-1= {C1, 5>, C1, 6>, 3, 6>}。 . 
Ci) BoR=1{4, 4>, C1, 1>, <4; 7>, <7, 4>, 
7, 7>, <3, 3>}o 
46. VoU={C%, Y>, T+Yy=2}, , ， 
To 了 一 {《oy 9 4%:—122+2Yy+ 4—0}, 
48. (1) 对 ， (2) 对 ， (3) 对 ， (4) 措 ，(5) 对 ， 
(6)》 对 ， (7) 对 ，《8) 对 。 
49. (ii) CC2, 5)1={<1, 47, <2, 5>, <3, 6>, <4, 7>, 
Cn R43} 、 
51. pp 


等 价 类 是 一 些 铝 自 线 。 
52、 


上 面 给 出 一 个 典型 的 等 价 类 。 水 平方 向 根 邻 点 之 间 的 距 
离 是 5， 锁 垂 方向 根 邻 虑 之 阿 的 距离 是 5。 


~ Bl 


第 二 章 函数 . 


函数 (Functions) 

设 对 于 集 4 的 每 个 元 素 ， 集 上 8 有 唯一 的 一 个 元 素 被 指定 
来 和 它 对 应 ， 则 这 些 对 应 的 全 体 了 称 为 由 AC 上 ) 到 吕 ( 内 ) 
(from 4 into B 或 on 4 into B) 的 一 个 函数 (Capetion) 或 映 
起 (mapping)， 并 记 为 


天 4>B8 或 A 8, 


在 召 内 唯一 地 被 了 指定 来 积 5 人 4 对 应 的 元 素 记 为 f(a)， 并 
称 为 f 在 a 的 值 (Value of fata) 或 a 在 f 下 的 象 (image 
of ga under 访 。 才 称 为 了 的 定义 域 “domain)， 召 称 为 了 的 协 
域 (co-domain)。 对 于 每 一 个 函数 户 4-> 召 对 应 着 4X 吾 中 
的 一 个 关系 如 下 

《Ke fla)>: a€ 4), 
我 们 称 这 个 集 为 的 图 象 ( graph)。 象 的 全 体 ， 记 为 万 4]J， 
称 为 了 的 值 域 ( range)， 即 ft4]= (f(a) 4€ 4}。 

设 已 给 两 个 通 数 产 4 日 与 9，4>B， 若 对 于 每 个 4 
€4 便 有 a) 一 9(4), 则 称 它们 析 禾 《equal), 并 记 为 f==g。 
这 也 就 是 说 : 

f=9 当 且 仪 当 它 们 有 相间 的 图 象 。 
因此 ， 我 们 以 后 对 于 烹 数 与 它 的 图 象 不 如 以 区 别 。 
Bo— 


4x 妇 的 一 个 子 集 户 亦 即 由 4 刘 避 的 一 个 关系 有 是 一 
个 函数 的 充 要 条 件 是 它 具有 以 下 性质 : 

[FJ 对 于 每 个 6€ 4 ,在 了 中 悄 好 家 一 个 有 序 个 <e， 8>， 
它 的 第 一 个 华 标 就 是 6。 . 

j=9 的 吾 定 命题 记 为 f2e9， 其 含义 为 ，34E4 使 坟 ) 
Fy(0) 、 

例 1.1 设 疡 只 > 愉 是 这 样 的 范 数 ， 它 对 于 每 个 实 数 
指定 其 平方 与 之 对 应 ， 即 对 每 个 ZE 民 指定 2) 二 wr。 这 几 
站 是 一 个 实 值 函数 〈realued-valued function)， 其 图 象 {<z， 
VI》 2ER} 如 图 所 示 ，_ 的 值 城 是 非 负 实数 集 ， 
即 FIRI= {2 2ER, s>0)}, 


CE 


3 


例 1.2 设 4 一 (ay 5, c,d)，B=={z, YZ, ww}, 则 图 完 
尺 了 一 个 由 4 到 五 内 的 一 个 函数 。 这 里 约 记 41= {%, 急 
如 )， 玫 的 图 象 是 下 面 的 关系 

{Xa, >, Cb, 2>, es >, Cd, ww> Ye 


例 1:3 一 个 注 数 大 4>B 称 为 一 个 常 秆 西数 ( 
vonstant function)， 若 有 BEB 使 对 任何 gEA， 部 有 六 6) 
一 加 成 立 的 话 。 因 此 ， 任 仔 常 值 溃 数 的 值 域 所 4 和] 都 是 一 个 


8— 


单元 素 集 ， 庆 4 一 人 加。 
现在 考察 两 个 函数 六 4 -> 如 与 9; B->D， 图 示 如 下 。 


Omome 

这 个 由 4 到 口 的 函数 ， 它 把 元 素 5E4 映照 为 C 的 元 素 
9(CFc))。 称 为 了 与 9 的 复合 (composition ) 或 称 为 了 与 9 
的 积 ( product)， 记 为 ge 九 因此 ， 按 定义 有 

(go fa) =g(Fa)), 

提醒 一 点 ， 车 把 疙 -4x 殖 与 ycC-BxC 看 作 两 个 关系 ， 则 我 
们 在 第 一 章 中 就 有 过 积 9" 了 的 定义 。 但 是 ， 这 两 种 积 在 下 述 
的 意义 下 是 一 致 的 ， 即 ， 当 了 与 9 是 通 数 时 ， 则 久 了 也 是 一 
个 耳 数 ， 而 且 有 9g*f 二 9°f ， 

设 广 了 > 了 ， 且 AC 入， 购 所 谓 f 在 4 上 的 收编 《re- 
striction)， 记 为 及 4， 是 指 一 个 由 4 到 了 内 的 函数 ， 其 定义 
如 下 ， 对 任何 a€ 4 有 

flAla)= 0), 

它 的 等 价 说 法 是 了 14=fN (4xY)。 . - 

另 一 方面 ， 设 CRw， 面 彤 驴 * 也 是 某 个 函数 9 研 
-了 的 一 个 收编 ， 则 9 称 为 了 的 一 个 扩张 《extension)。 


1 一 1 函数 ,到 上 函数 、 逆 函数 与 恒 等 函 数 
(One—one, onto, inverse and identity 
Tunction ) | | 


一 个 函数 庆 4-> 召 称 为 是 一 对 一 的 (one to one or one- 
-864 一 


ene or 1 一 1)， 是 指 4 中 不 同 元 素 的 象 也 不 同 ， 即 
f= fla) a= 7 
一 个 函数 无 4 一 B 称 为 是 到 上 的 (onto), 是 指 每 个 5E 
了 都 是 某 个 4€ 4 的 象 ， 即 
bE B=> 4€ 4 使 f(a) 一 9。 
因此 ， 若 了 是 到 上 的 ， 则 所 4 一 B。 
一 般 说 ， 一 个 函数 fC4xB 的 逆 关 系 产 :可 以 不 是 一 
个 函数 。 但 车 了 既是 1 一 1 又 是 到 上 的 , 则 . 广 : 是 一 个 由 吾 到 
4 的 巩 数 ， 这 个 了 通 数 称 为 了 的 道 函 数 (inverse'function)。 
对 角 线 关 系 人 4 忆 4xX 4 是 一 个 函数 ， 这 个 函数 称 为 4 
上 的 蛋 等 函数 (identity function), 也 记 为 14 或 1。 在 这 里 ， 
对 于 每 个 64€4 有 14(4) 二 4。 显 然 ， 若 f:。 4>B， 则 
1a°f=f=forlae 
此 外 ， 若 f 是 1 一 1 与 到 上 ， 从 而 必 有 北 函 数 广 ! 时 , 则 
有 ， . 
fof=44 与 产 广 :一 Ilp。 
这 命题 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 。 “ 
命题 2.1 车 fj: 4>B 与 9 了 3-> 人 满足 
9°f=14 与 fog=1s; 
则 产 "， B=>4 存 在 并且 9g= 六 !。 
例 2.1 设 户 只 > 民 与 9 民 > 民 及 只 -> 只 定义 如 
下 ， 
fz) =e", gs)=% 2, Rs) 一 02。 
则 未 数 了 是 1 一 1 的 ,其 图 和 旬 如 图 (48) 所 示 。 从 几何 上 乔 、 
1 一 1 表示 每 条 水 平 直线 至 多 含有 了 上 的 一 个 点 。 函数 9 是 
到 上 的 ， 其 图 象 如 图 (5) 所 示 。 从 几何 上 看 ， 到 上 表示 每 条 
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水 乎 直线 至 少 念 有 8 上 的 一 个 点 。 函 数 玉 的 几 象 如 图 (c) 所 
示 。 这 个 函数 就 非 1 一 1， 也 非 到 上 。 因 为 有 2) 二 一 2) 二 
4 而 且 由 及] 是 民 的 真子 集 ， 例 如 一 164 [RJ。 


于 


ee A he 站 
附 标 集 ， 卡 氏 积 (Indexed sets, Cartesian 
products ) 


一 个 附 标 集 组 《 indexed class of sets)， 记 为 
{44，iET} 或 《djter 或 简 记 为 {44)。 
它 对 每 个 iET， 指 定 一 个 集 4 来 与 之 对 应 。 就 是 说 ， 它 是 
由 了 到 一 个 集 组 的 西数 。 集 了 称 为 指标 梨 (index set)) 那些 
集 4, 称 为 附 标 集 ( indexed sets)， 每 个 EI 称 为 一 个 指标 
(anindex)。 当 指标 集 了 是 焉 整数 时 ， 附 标 集 组 《diy 4 坟 
4 ，…} 称 为 一 个 集 列 -( & sequence of sets) 。 
例 3.t 对 每 个 正 整数 nEN， 令 
太一 {2 EN。z 是 但 的 倍数 } 
则 D.={1, 2, 8, *), D,= {2, 4, 6, …}, 
D,={3, 6 9，…) «eo 
附 标 集 组 .= (4 6E 六 的 卡 民 积 ( cartesian broduct) 
记 为 . 
Ht4s ED 或 了 感 和 或 简 记 为 二 4 


一 中 一 


它 骂 示 所 有 屠 样 的 函数 ps TLj4, 所 构成 的 集 ， 这 些 孙 数 
满足 ，Z( 人 一 4E 4, 的 要 求 。 卡 氏 积 的 一 个 元 素 记 为 
Pp—<&: LETY, 
对 十 每 个 如 EIT， 存 在 着 一 个 由 积 集 开 4; 到 第 总 个 级 
标 集 44。(coordinate set) 的 函数 I 叫 笋 第 2 个 投影 南 数 


《the 加 th projection function)。 这 信函 数 定 义 如 下 ; 
Has i€ DD) a, 


例 3.2 我 们 知道 RR 一 展 XRXR 自 一 蕊 三 实数 组 Pp 一 
《ai aay G3> 所 构成 。 现 在 令 尼 :， 民 ,， 民 , 均 为 民 的 复制 品 ( 即 
去 为 限 )， 则 PD 可 看 作为 了 ={1, 2，3} 上 的 一 个 函数 ， 它 使 
p01 =0.€ RR,, p(2) 一 0.€ 有 ,p13)=4sE BR,。 换 自治 说 

R:=I (BE: i€L, B=R}, 


集运 算 的 一 般 化 < Generalized operations ) 


两 个 集 的 并 及 交 的 概念 可 以 推广 到 村 宣 集 嫉 的 任何 子 集 
组 史上 去 。 集 组 .ol 中 所 有 的 集 的 并 Cunion), 记 为 {4， 沁 
E. 邓 )}， 是 指 所 有 那样 的 元 素 所 构成 的 集 ， 这 些 元 素 的 竹 二 
个 至 少 是 .oz 中 党 个 集 的 元 素 。 即 ; 
U{4: A yf SED, AAE YB.t.s€ A}。 
集 组. 中 也 豁 的 集 的 栾 (intersection)， 记 为 人 (4，4§ fy 
是 指 了 所 有 那样 的 元 素 所 构成 的 集 ,这些 元 素 属于 .x 中 每 一 个 
集 。 即 ， ， 
Pt4， 46E.ogj= 人 zzED ee4 对 每 个 4E.oz 都 成 立 } 
对 于 口 的 任何 附 标 子 集 组 .of 一 {4s 3€ 习 ;i 中 集 之 并 记 为 
一 可 一 


{hn tE 了 或 同和 或 H4 . 
中 集 之 交 记 为 
N44 旗 妖 或 站 4 或 由 4。 
对 于 如 的 一 个 于 集 列 {4,，4,,…}， 我 们 也 用 下 而 的 写 法 来 
记 其 并 与 交 ， 
D4=AU hy 


4A4N dN 


例 4.1 对 每 个 正 整数 nE 了 N， 今 站 一 7 zERNr 足 
由 的 售 数 }( 见 例 3.1)。 列 
U {Ds i10}={10, 11, 12, **} 


NAD-g. ， 
例 4.2 令 了 = [0,，1]。 对 每 个 YE 了 令 4=ro0, 匀 ， 
则 A=00, 1 fA.= {0} 


对 于 一 般 化 的 集运 算 来 说 ， 分 配 律 和 De Morgan 律 也 
成 立 。 ， 


定理 2.2 对 于 尾 何 集 组 .x 二 {4,} 及 任何 集 8， 有 
人 3BU(40 一 TBU4D) ， 


~ GD 3nCH402=HUCBn4) 。 


定理 2.8 设 .x={4} 为 吕 的 一 个 子 集 组 ， 则 有 
OD (4)= 们 4 


dd (NA WA, 间 
下 面 的 定理 是 常用 的 。 交 和 和 
一 如 一 


鉴 理 2.4 设 已 络 集 4。 又 设 对 每 个 pE4 令 G2 表示 4 的 一 
个 子 集 使 得 PEGpcC-4， 则 
A= U{Gp. pEA}。 
注意 ”对 于 由 字 宙 集 刀 的 子 集 构成 的 空 组 红 ， 为 方便 起 见 ， 
引入 以 下 定义 ， 
Ut{4. 4AE2}=2, 
N{4. 4€8}=U, 
由 此 定义 可 得 ; 
U{4: iE2}=D, 
Ni{d: *€ED}=U, 


相应 集 钞 数 (Associated set functions 》 


设 己 给 无 祥 -> 了 ， 则 及 的 任何 子 集 和 4 的 盘 Cmage) [4] 
是 指 由 4 中 所 有 点 的 象 所 鬼 成 的 集 ; 而 了 的 子 集 B 的 道 象 
(inverse image}f "LB] 基 指 六 中 那样 的 起 扩 构 成 的 集 ， 这 些 
点 的 象 落 在 8 中 ， 就 是 说 ， 

flA4]={f(2), 2€ A}, 
FLBI={¢, $sEX, f(x) € B}。 
例 5.1 设 及 民 -> 民 定 义 如 下 ， 灰 o) 一 吧 ， 则 
FL{1, 3, 4, 7}1={1, 9, 16, 49} 
FL{1, 2)]=(1, 4), 
又 {4, 9)]={—3, —2, 2, 3} 
FL, 4)I=(1, 2)U (2, —1)。 

由 以 上 所 述 可 见 ， 一 小 函数 有 发 > 了 产生 了 一 个 由 于 
前 势 集 多 (X ) 到 工 的 势 集 多 (了 ) 内 的 通 数 ， 这 个 芷 数 也 用 开 
米 表 示 } 同时 了 > 了 也 产生 了 一 个 由 多 (了 ) 到 9P( 卫 ) 的 函 

一 强 一 


数 产 :。 这 珊 个 产生 出 来 的 函数 殷 集 组 映照 到 集 组 ,所 以 称 
它们 为 集 函 数 (set function)。， . 
注意 ， 一般 地 ， 信函 区 广 : 不 是 集 本 六 了 的 过 。 例如 对 
于 例 5.1 的 通 数 妨 有 
fF- fi, 2)] 一 广 [(0 4)1=01, 2) U( 一 2 一 D。 
还 要 注意 ， 在 一 个 滞 数 和 它 的 相应 集 函 数 《 译注 ， 即 指 由 函 
数 所 产生 的 两 个 集 承 数 ) 中 ， 使 用 了 不 同 的 抵 号 ， 用 米 表 示 
它们 前 区 别 。 即 ，@) 表 未 原始 函数 的 值 ， 起 4] 与 广 工 3] 
表示 相应 集 函 数 的 值 。 
相应 集 函 数 有 以 下 一 些 重 要 洲 质 ， 
定理 2.5 设 户 玉 > 了 。 则 对 于 天 的 任何 子 集 4 与 B 有 s 
Ci AAUBI FLAI UALBI, 
下》 AANBICHALAIN ftB1, 
《这 ) 太 ANB] 忆 玫 人 NN 帮 妨 ， 
(iv) 著 4cB 则 了 AJC B]。 
一 般 地 ， 对 了 的 任何 附 标 子 集 组 {4} 有 
(CY) 在 A= UA 
CW KN MIEN A, 
下 面 的 例子 说 明 ( 仙 ) 与 (1) 中 的 包含 关系 一 般 地 不 能 改 
为 相等 关系 。 
例 5.2 考察 平面 民 : 的 子 集 .， 
A=[1, 2]xEf, 20 与 B=[i, 2]Xf3， 全“ 
以 及 在 2 轴 土 的 投影 re， R?-> 民 。 . 
”由 于 [和 =[ls 3], TEB3=[1, 3] 及 
因 4 几 1 二 态 而 得 的 mLAN BI 二 多 ， 可 知 : 
“mkdIf gEB]=E 2J*#[AN B= 
一 和 一 


5 
+ 
2 
到 
避 
+ 


此 外 因 4\ 如 = 4， 故 
TAN BJC!, 2] 夫 好 =mE4Nm[3]。 ， 
另 一 方 钢 ， 进 集 询 数 产 : 的 体态 比较 好 ,在 物 企 面 烛 过 
的 两 种 情况 下 ， 等 号 是 成 立 的 ， 亦 即 有 下 面 的 逢 部 。 
定理 2.6 设 玉 -> 了 ， 则 对 于 了 的 任何 巴 从 站 与 BB, 有 : 
OD) FAUBI= AIUF CBI, 
(Hy FLAN BI=A 24IN BY, 
(i) AN BI= CAN FEB], 
(iv) 车 4B 出 六![Ajc 扩 BT 
一 般 地 ， 对 于 了 的 任何 附 标 子 集 组 {4:}， 有 
GO [43=W[， 
Gy MAI=MNCA], 
因为 产 [ 了 二 六， 歼 作 为 《地 ) 的 特殊 情况 ,， 有 玉 面 的 
推论 ; 
推论 2.7 设 户 工 -> 了 ， 又 设 4ccT， 则 
Fd]= fAD)", . 
下 面 的 定理 说 明了 两 个 相应 集 函 数 之 间 的 一 种 重要 关 
系 。 
定理 2.8 设 天 民 -> 了 ， 又 设 有 民办， 加 cz 了 ， 则 
中 4C 广 [4， 
(Hy BD FILBI,* 
前 面 已 经 说 明 过 ; (i) 中 的 包含 关系 通 常 不 能 改 汶 相 等 关 
系 。 


-评注 ， 原 文 为 了 -了 14CB]。 但 基 当 本 理 的 入城 的 一 个 真子 龟 加 这 
个 等 去 是 不 成 立 的 。 - 
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实 值 函数 的 代数 (Algebra of real 一 vafued 


functions) 


设 FL, R) 表 示 所 有 的 定义 在 集 双 上 的 实 值 函 数 记 构 
成 的 集 。R 中 的 许多 运算 都 可 够 植 到 .多 【ZX，R) 上 去 。 

令 天 >R, 9g， 下 >R, hER， 则 引入 以 下 定义 : 
(f+ >R 由 (f+9) (9) 三 2)+g(%) 定义 ， 
(kof) 革 > 民 由 (kf)(2)==h(f%)) 定义 ， 
(FD; 对 >R 由 (11) (2) 二 | 交 (8)| 定义 ， 

(J9): 全 >R 由 (fC2) 二 Jf(w)g(2) 定义 。 
同时 为 方便 起 见 ， 我 们 把 实数 ER 与 常 值 函数 ， 
f(z) 一 上 对 任何 %ERR 
看 成 同一 个 东西 。 则 (f+ 1 总 -> 民 由 下 式 定义 
(f+ Hv) A2) + 
注意 ， (Jg):， 碟 > 民 并 不 是 以 前 讨论 过 的 了 与 9 的 复合 。 

例 6.1 考察 定义 域 为 了 ={2, 3} 的 函数 

一 (Ke 1>, Cb, 32} 与 g={C0, 2>, C8, —1>}, 

则 (3f-29) (0)=3f(a) —29(0)=3(1)—2(2)=—1 
(3f—29) C6) =e3f(6) -29(6)=3(3)—2(—1)=tl),, 
就 是 说 


3f—2g= {Ca, —1>, C6, 11>}, 
还 有 ， 因 为 |g1(2)sjg(z)| 及 (g+3)(2)==g(2) +3s 
所 以 191= {8, 2>，《D， 1>} 
J+3={C4, 5>, Cb, 2>}。 . 
对 于 实 值 函数 集 多 《〈 闷 , R) 赋予 以 上 运算 以 后 ， 它 有 各 
一 和 一 


种 重要 性 质 ， 下 面 的 定理 指出 其 中 的 一 部 份 。 
定理 2.9 ”定义 在 非 空 集 子 上 的 实 信函 数 集 .FF (对, R)， 连 
疗 上 面 记 定义 的 运算 ， 满 足 实 线性 向 量 空间 《teal 
linear vector space) 的 公理 。 这 些 公理 罗列 如 下 
[V1] 函数 与 9 的 如 法 运算 满足 8 
(1) (f+D+h=f+(g+h), 
(2) f+g=9+ 
(3) 30EF(X, RR), 即 :有 0 对 > 有 RR 使 f+0=f， 
(4) 对 每 个 了 EFC(X, R),3-fE 多 (ZX R), 
即 有 一 天 XX> 恨 使 f+( 一 让 =0。 “ 
[V,] 用 一 个 实数 4 滋 一 个 函数 7 的 “ 数 滋 运算” bo 
满足 : 
《1D hoho f)= Bb) 访 
(2) 1 一 六 
[7.] 加 法 运算 与 数 乘 运算 满足 
(1) 天。( 十 9) 一 天。 十 才 9， 
C2) B+ )e fb ft be fo 
例 6.2 设 人 ={1, 2,…, mm}， 则 每 个 术 束 EF (了 ， 
展 ) 可 以 写成 为 一 个 有 序 名 数组 《HID …， fmm)》>。 此 外 ，、 
车 fC Rb b> 
则 gg 一 《qi 十 六 yy Co 十 > 
而 且 对 任何 &E 汉 ， 有 
bo f= Cbg, han>o 
这 时 的 实 线性 《向 量 ) 空间 头 为 m 线 殖民 空 和 间 lm 一 dimen- 


sional Euclidean space)。 


例 6.3 一 个 函数 JE 多 ( 互 , 民 ) 称 为 有 界 的 (bounded) 
-是 指 z 


一 .好 一 


习 丰 ER gt. | Ze)| 饼 入 革 任 何 放 E 直 成 二 
全 有 ( 及》 表示 .于 ( 司 ， 恨 ) 宁 所 有 有 办 治 数 疡 拘 戌 的 
入 。 剧 请 (AR) 呈 有 下 列 性 质 ， 
人 芳 疡 9EB(X 良 )， 则 了 9ERBCR, R), 
Gi) 若 JEB(X, RR) 及 上 ERR， 则 有 PE BCX， RR) 
任何 游 足 ( 共 与 (i 划 的 . 罗 《 琶 区 ) 的 子 集 ， 称 为 . 罗 (发 ， 民 
区 一 个 (线性 ) 子 空间 ktfineat)subspace) 。 


习 题 : 解 答 …， 
函数 

.下 列 备 图 是 否定 疯 一 个 由 4 {a, 5, e} 到 B14, 
y, 的 吕 娄 3 


‘iy i Dy 
解 ，(i) 不 是 。 因 对 于 5G 4, 忆 中 没有 元 素 与 之 对 应 。 
: i) 不是。 因 对 于 0€ 4， 妃 中 有 两 个 范 洪 4 和 z 
: 与 之 对 应 。 
Gi》 是 的 。 
2. 设 X 一 {1, 2, 3, 4}， 下 列 各 关系 是 不 是 一 个 由 
到 研 的 栈 数 ? “ 
人 从 Dy, 8, 2>, <4, 4>}, 
(Ci g={3, 1>,<4, 27,<1, 1}, ; ‘ 
《这 >》 Np 20 74 63 M71 4 C2, 19 8 C4s 4>}o 
解 ， 我 们 知道 也 x 不 的 一 个 子 集 f 晨 一 个 函数 天 中 -> 忆 


一 -好 一 


的 充 要 条 件 是 ， 每 个 <€ 蔬 ， 贻 好 只 在 了 中 的 一 个 有 序 假 内 
作为 第 一 个 毕 标 出 现 。 

G) 不 县。 因子 申 有 两 个 不 同 的 有 序 个 《2, 3> 和 

“2，12> 都 有 相同 的 第 一 个 坐标 。 

{ii) 不 是 。 因 元 素 2E 故 没有 成 为 ?中 任何 有 序 
但 的 第 一 个 坐标 。 

(证 》 是 前 。 虽然 2E 屋 在 三 中 都 是 两 个 有 序 偶 的 
第 一 个 吝 标 ， 但 这 两 个 有 序 但 是 相等 的 。 

3。 考察 下 列 两 个 由 世 二 {1, 2,…3, 4, 5} 到 总 的 鼻 数 
f= {C1: 3>,<2, 5>,43,3)54; 1>,<5, 2>} 
g={<1, 4 ,<2, 1>,<3, 1>,<4, 2>, <5, 3>}, 

{i) 确定 了 和 了 的 值 域 ， 

(i) 求 复合 洲 数 gof 与 fo9。 

解 ，(i》 我 们 知 遵 数 的 信和 域 是 象 值 的 集 ， 即 所 有 有 序 
侦 的 第 三 个 礁 标 的 策 。 因 此 - 
并 的 值 域 二 {3, 5，1, 2}， 
9 欧 信 域 ={4, 1, 2, 8}。，， 

(i 利用 复合 函数 定义 并 计算 ， 得 ; 
ge)D=gD)=H8)=1, 
(oD) sf GD)) Ef)=1, 

(go ff) S95) = 3, 
(六 9)(2) 王 9(2)) 一 了 (一 3， 
(gof (3s) 1, 
{fo9)(3)=7(9(3)) = (1)=3, 
(gf NDVI AIDA 
(fA =F (94 = 2)=5, 


(gs ) (8) S95) = (2)=1, 
fog) (5)= f(g9(5)) =f(3)=3, 
换 名 话说 
go 一 fl 1>,¢2, 3>,<3, 1>,<4, 4>,<5, 1>}, 
Fog={C1, 1>,<2, 3>,C3, 3>,<4, 5>,<5, 3>}。 
注意 frgsgef, 
4 设 函数 六 RR 与 % 民 下 民 定 义 如 下 
f=22+1, FC) = 2, 
求 复合 函数 9 了 及 og 的 定义 式 。 
解 ， 计算 gf 民 > 民 如 下 
(gf Ta) =g28+ D= (22+1)—2 
一 423 十 45 一 1。 
注意 用 另 一 种 写法 
y=f(2)=22+t1l, =F) = 2 
也 可 算得 相同 的 结果 ， 只 须 从 两 个 方程 消去 y 便 得 : 
3 一 久 一 2 一 (22 十 1 一 2 一 4 十 4 一 1。 
现在 计算 户 9，R~ 只 如 下 ， 
(fo 2) Ef I TN) = fm 2) = 82) + 1 
=2 3 
5。 求 证， 函数 的 复合 运算 满足 结合 律 ， 妈 车 f 4-> 
8, 9g B=0,h GD， 购 {heg)o f= hotgo f)。 
解 ， 因 为 关于 一 般 关 系 的 复合 运算 ， 结 合 律 已 被 证 骨 ， 
而 函数 是 一 种 特殊 类 型 的 关系 ， 其 复合 运算 自然 也 满足 结合 
律 。 
这 也 可 以 直接 证 明 如 下 ， 
(hog)of yo = ho Ra) = B90)), YaE ds 
4 一 


(ho (go 0) =R go 0) RG FG ), WeE A, 
因此 ， (heg)sf=he go) 


1 一 1 与 到 上 活 数 


6. 设 4->B,g，B->D， 求 证 : 
(i) 车 了 与 9 缘 为 到 上 ， 则 9g* 疡 4->0 也 是 到 上 
的 。 
(ii》 车 f 与 9 篆 为 1 一 1， 则 gf 4->0 也 是 1 一 1 
的 。 
解 ， (i) 设 cEC。 因 2 是 到 上 的 ， 故 95EBs.t. g(8》 
二 5c。 又 因 了 也 是 到 上 的 ， 故 34E 4s.t. 7(G) 一 po 
这 样 就 得 到 
(gef) a) =g f(a) =0, 
即 ，go 了 是 到 上 的 。 
Go 假设 (ge)(0)=(gef)(a )， 基 g(f(0))= 
9(CKa'))。 因 9 是 1 一 1 的 , 故 7e)= f(a)。 
又 因 了 是 1 一 1 的 ， 故 e=a。 从 而 go 也 是 
1 一 1 的 。 
7, 设 4=[ 一 1, 1]， 又 设 访 4>4, 9 4->4 及 各 
-> 定义 如 下 


f(t)=sins, g(t)=sin nz, hv)=sin Ze, 
问 。 它 们 是 否 G) 1 一 1 的 ，( 坟 ) 到 上 的 ，( 进 ) 双 射 的 


《 即 颇 是 1 一 1 的 又 是 到 上 的 》? 
解 ， 这 些 函 数 的 图 形 如 下 4 


一 纪 一 


了 是 1 一 1 的 ; 每 条 水 平 线 至 多 含 f 上 一 点。 但 f 不 是 
到 上 的 。 例 如 ， 对 所 有 的 %E€ 4， 均 有 sin% 夺 1。 

9 是 到 上 的 ， 每 条 水 平 线 至 少食 9 上 一 点 。 但 9 不 是 
1--1 的 。 例 如 :9g( 一 DD 二 9(0)=0。 . 

六 是 双 射 的 ， 每 条 水 平 线 洽 好 含 厂 上 一 点 。 

8. 求证 : 设 上 4 及 9 B>0 都 是 1 一 1 与 到 上 
的 , 则 人 g* 亡 - 5 DC 一 4 在 在 ， 且 等 于 广 :9 0>4。 

解 ， 利 用 命题 2,1， 真 须 证 明 ， 

(fiog Yolgof)=ta (9°f) oflog = 1s 
由 函数 复合 运算 的 结合 律 ， 得 

(flog og f)= fg ogef)) 

= (Cog) of) 
=fr i) =f f= 

其 中 利用 了 971o9 三 1 及 1of 一 了 二 所 1 的 关系 。 同 理 得 

(gelf og Y=9 ff tog) gfof eb! ) 

和 gl 一 gog 一 tno 

9. 在 什么 情况 上 , 射 素 施 数 mo， II 4 ?E 了 一 4 
守信 ,是 一 个 到 上 函数 ? 

解 。 具 要 卡 氏 积 TH 4 EE 寻 是非 空 的 ， 即 只 村 任何 一 
个 4 都 不 是 空 集 ， 则 射影 函 效 总 是 满 射 的 。 ， 

一 绍 一 


甫 标 妆 ， 一 般 化 运算 
10. 设 4.={ztz 基 % 的 倍数 }， 其 中 2E 昱 是 正 整数 。 
又 设 B=[i, 十 切 ， 其 中 4E 之 是 整数 。 求 
DAN ds: i) Ud di LE DD}, 其 中 表示 天才 全 
《ia) BNB: (iv) UB EZ}, 
(VD (U1{Bs $27}) 4 
解 ，(i) 这 亿 的 元 汪 朋 是 3 的 倍数 丸 是 5 的 代数 ， 所 以 
是 15 的 倍数 。 因 此 4 4 一 4is。 
ia) 除 1 以 外 每 个 正 整数 至 少 是 一 个 素数 的 僻 数 ， 
. 因此 U{4i: 5E9}=12, 3, 4,…} 一 风 一 {1}。 
(i) BN B={%, 324, 4ELES}= {4}, 
《iy》 玛 等 个 实数 至 少 属于 一 个 区 间 [i, 3 所， 故 
U{1Bi: 1EZ} 一 R 是 实数 集 。 
(Vv) (UI{B: i27)) 0A; 
二 {%: 是 5 的 倍数 ，zZ>7} 
=AN\{5}={10, 15, 20, *…}。 
11. 设 D,=(0, 1/)， 其 中 nEN 电 正 整数 ， 求 
GG DUD;, Od) DNDos di) DUD, 
-0v) DnD (Cv) Uf{Ds i€ACN)s 
(GD NN {Di TEN。 
解 ，(i) : 因 (9, 1/Dc(05 1/3)， 玖 D,UD,=D。 
(ii) 因 (G0, 1/20)C(0, 1/3)， 故 Ds 站 Dss= Ds 
《这 ) 设 %=min {3, 旭 ， 即 m 是 :与 + 中 较 小 的 那 
“个 数 ， 则 或 者 是 Dn。=D, 汪 D,, 或 者 是 DD。= 
DD 二 D,， 面 两 者 都 归结 为 Ds= DD, UD,。 
7 一 


(fw) 设 开 一 max {s, 季 ， 即 天 是 s 与 二 中 较 大 的 于 
个 数 ， 则 Dy 二 Df DD,。 
《VY》 设 4E 4 是 4 中 最 小 的 数 ， 则 
U{D: i€ ACN}=D,, 
(VD 车 zER, 则 寺 EN st, 2 C0, 1/i)。 因此 
N{Ds iEN}= 8 
12， 求 证， 定理 2.2 (ii) (分配 律 》， 
3Bn(CH4D= BNA) 。 
解 : BN (4)= {fo: 2€B, v€ 人 4 
一 [zs weEB Els,t, s€ An} 
= {v: Bi ETs.t. tEBN Aw} 
= B04。 

13. 求证 ， 设 {144 5E 对 是 一 个 阶 标 集 组 ,又 设 ioE 了， 
QE dc 4 

解 : 设 *E 们 4 则 对 每 个 iEX 均 有 2E€4,， 特别 地 ， 
ztE hw 因此 [fdcC4ns 

再 没 YE hw。 因而 ED 堵 yE 4 因此 Asc 4 

14. 求证 定理 2.4: 设 已 给 集 4, 又 设 对 每 个 PE4, 令 
G 表示 4 的 一 个 含 2 的 子 集 : pEGbC4， 则 

A=U{G PEA}, . 

解 设 ZE U{G,s PE 4}, 则 缮 PE At.s.2G Go A, 
因此 ww€ 4， 故 中 {Gp PE 4iC4。( 换 名 话说 ， 若 每 个 
是 4 的 子 集 ， 则 GG 的 并 也 是 4 的 子 集 。) 

0— 


再 设 yE4， 则 yEGo， 因 此 2yE U {G5: pE4j。 故 
ACU{G; PEA}, 
由 以 上 两 方 商 可 知 4= U{Gs， PpE 4}。 


相应 集 廿 数 
15. 设 4={1, 2, 3, 4, 5}, 又 设 f14>4 自 下 图 定义 ， 


求 GD Fr{1, 3, 5 Gi) FIC{2, 3. 4}33 
CFT {3, 57], 
解 ，( i) fC{1, 3, 57J]={f(D), fF3), f(5)}— {4}。 
Ci) FIC{2, 3, 4}J={4, 1, 3, 5}。 
(iii) 广 工 {3， 5 站 二 多 。 因 4 中 没有 任何 元 素 以 3 或 5 
作为 象 。 
16. 设 函 数 f; RR> 愉 由 灰 z) 一 吧 定 义 ， 求 
人 FT{257, 《ii fC{— 9 Cii) fC: 2<0}]; 
iv) FL{2 4625}], 
解 ，(i) 广 : [425}] 二 {5， 一 5}， 这 是 因为 5)=25， 
雇 一 5)=25， 而 且 没有 其 他 数 的 平方 是 25。 
GD) 广 [一 9 一 络 。 因 为 没有 一 个 实数 的 平方 是 
一 9。 
i》 ffv jE0}J] 二 10}。 因 为 0} 一 0<0， 而 且 其 
他 任何 实数 的 平方 都 大 于 0。 
(iv) [fz 4<%<25}] 由 满足 4<w*<25 的 数 4 所 组 


1 


成 。 从 而 
Fie: 4<8K25})= [2, 5] UL ~—5, —2]。 

17, 求证 : 车 无 > 了 是 1 一 1 的 ， 则 要 应 集 函数 大 
煞 (有 一线 (了 ) 也 是 1 一 1 的 。 ， 

解 ， 背 时 = 多， 则 多 (X) 一 { 纪 }。 因 此 由 于 著 ( 羧 ) 是 
单元 素 集 ， 它 不 可 能 含有 两 个 不 同 的 元 素 ， 使 它们 有 相同 的 
象 ， 所 以 天 多 (了) > 多 (了) 是 1 一 1 的 。 

若 天 这 僻 ， 则 多 (了 ) 至 少 有 两 个 元 素 。 设 4, BE 多 
(ZX), 但 4B。 则 ERSs.t. PE4, pgB( 或 PEB, p¢ 
44)， 因 此 所 p) EFLA1, 县 因 了 是 1 一 1 的， 故 Fp) 4 [BI 
(或 AD) EJEB1 耐 玉 PE 记 41)。 轩 此 ， 北 41 寺 JLBj。 由 
此 可 知 相应 集 函 数 也 是 1 一 1 的 。 

18. 求证 〈 定 于 2.8(D) 与 ( 刘 ) ) 。 

(a) fLAUBI=FCATU CBI, 
(8). ftAIN FLBICHLAN BJ, 

解 ，(a) 先 证 fL4UBjcL41ULB] 

设 yEft4UBJ， 即 于 wEE4UB si:t，f(%) =y。 则 或 者 
是 4&E4 或 者 因 ZE 百 但 是 ， 

由 4Ed 可 得 /6)=yE 在 4] 
由 sEB 可 得 f(s)=yE JLB] 
因此 在 任何 一 种 情况 下 都 有 : y EfE41U fC5B1。 

各 证 反 向 的 包含 关系 ， 即 放 41UfCBICfAL4UB]I。 

设 yEfLA41UfEB], 则 或 者 是 yE 所 4- 或 者 是 yEj 
[BJ。 但 是 

由 gEfL41 可 得 | 对 EAS.t, f(0) =y, 
由 yE 让 BJ 可 得 : EBs.t. 大 2 二 


一 


因此 在 任何 一 种 情况 下 都 有 ，3zE4UBst, fz)=y， 即 
GE 万 4UB]。 

(8) 设 y€E LA1NfEB], 则 92€ 4s.t, fz)=y, 但 
Jy 让 B] 一 {1%): zwE BY。 办 此 zB, 亦 邑 2€4NB。 从 
面 y€ ft4NB]。 

19. 求证 《定理 2.6(it) 与 (ii) ) ， 

a) FLANBI=fAINILB], 
(8) FLANBI=AF [AINA LE], 

解 ，(a) 先 证 六 [4N BICfL4IjN LBI。 

设 sE 广 [4n 如 ， 则 Fs)E 4NB 因此 4}E4 且 
ftw)EB, 或 者 2E 广 [4] 上 且 Lo€ fCB, 故 sE fA41 几 
FLB], 

为 了 证 反 向 的 包含 关系 , 设 zeE 广 工 4]0 广 [TB3， 则 
VE 4BAGEB,NMA) EANB, EE FLAN BI, 

(8) 为 了 证 [ANB 六 4INf7'[B], 假设 2E 
六 [ANBI, 则 x)E ANB， 叶 ftw)E 4 上 且 f(z)4B。 二 
是 zE 广 :[4] 但 < 入 广 [[B]， 即 zaE 广 工人 人 广 世 3B]。 

为 了 证 反 府 的 包含 关 茶 。 设 36E 广 [E43 广 [B]， 则 
tO)E 4 得 扩 2) 和 8, 妇 所 2)E 4\NB, 园 此 :ETF[L4ANBTe 


实 信 西 到 的 代数 


20. 设立 ={a, 5 中， 及 设 户 9E.Z (及, 良 ) 如 下 
(et Ch, —2>, Ce, 3>} 
g9= {C0 ~2> 6, 0>, Cc, 1>} 
求 人 f+2g, Gi) = 2 方 (i) fs (vy Wil 
(v) fF。 ， 


一 招 一 


解 ， (i》 计算 如 下 ， 
(f+ 0) = f(0) + 2g(0)—1—4= —3 
Cf+29) 60) T2960) = —2+0=—2 
(f+29)(c) = fe) + 2g(0) =—3+2=5 
换 名 话说 ，f+29 一 {C4 一 3>,<3,， 一 2>,《c， 5>3。 
《 吉 同 理 
(fg—2f)(0) fa)90) — 2a)=(1)(—2)—2(1)= -4 
(fg—27) BD)=f(B)960) —2f8) =(—2)(0)—2( 2)=4 
{fg9—2D) (0)=f(0) ge) —2f(e)= (3)(1) 一 2(3) 一 一 3 
就 是 说 ，j9 一 2f=={<9, 一 4>,<b, 4>,《e, 一 32}。 
《过 )》 出 定 义 (f++4)(4) 二 fz)+4， 即 在 f 的 每 个 象 值 
上 加 上 4， 也 就 是 在 的 每 个 有 序 偶 的 第 二 个 坐标 上 加 上 4。 
因此 ， 
f+d={Ca, §>,Cb, 2>, Ce, 7>}。 
Cv) 因 | 了 (4)= 1f(z)]， 将 的 每 个 有 序 偶 的 第 二 个 
举 标 用 它 的 绝对 值 代替 。 于 是 ， 
lfi={<9, 1>,<b, 2>, <e, 3>}。 
CV) 因 户 (3)=(f 有 D8) 三 fz2)Az) 一 (f(z%))*, 将 的 每 
个 有 序 倡 的 第 二 个 坐标 用 它 的 平方 信 代 赫 。 于 是 ， 
fo 1>,<6, 4>, <e, 9>}。 
21. 设 06 .多 ( 马 , 只 ) 定 义 如 下 :对 于 任何 5 有 0 C2) 一 6 
求证 : 对 任何 FE 多 (天 和 R)， 有 。 
人 AP+0=1，， 0) 19=0。 
解 : GD) (f+ 0 )(o)=Ko) + 0 (0) = + 0=f(e) 对 
任何 =E 三 成 立 ， 放 /+ 0 一 六 
注意 : 0 满足 定理 2.9 的 公理 (V1] 中 关于 0 的 条 件 。 
一 


人 CfO) Cf) 0 0) = fe)0) -0-- 0(z) 对 于 
任何 zE 开 成 立 : 故 /0 一 0。 
22. 求证 ，. 多 (下 ,RR) 满足 定理 2.9 的 公理 [Vs]， 即 ， 
若 f. gE (RR) 及 太 和 ER， 则 ， 
《iD Felf + 9 =he f+theg, (i) (hr+h ye fh f th f, 
解 ， Gi) [he (f+9)1(2)=BLCf+9) (2)] 
=hL f(z) + 9(5)1 
一 在 (KZD)) + eg(r)) 
(有 上 9) (2) = (he f(T) + heg) (er) 
bf) + EGE)) 
对 于 任 合 5E 芝 成 立 , 故 加 (CA 上 人) 一 下 六 Hg 
注意 这 里 用 到 ， 4,，f(%) 和 9(z) 是 实 数 且 满足 分 配 律 。 
GH) CFLEI IO = BHR Rf) EF(R)) 
of tb po) f+ Fe CL) 


(FR)) Th CD) 
对 于 任何 <E 瑟 成 立 ， 故 (EN 和 产 和 六 及 大 
补充 习题 


23. 设 记 R>R 与 9， 民 -> 只 定义 如 下 
人 22 一 5 著 2z>2 
fl%)= go) 一 35 十 1 
Le-2le| 车 ws<2， 
求 (0) -2), (ii g(—3), Giiy £0), 
Gv) Cg PD, CV) fog) (2), Ci) (fo fyL3)o 
24. 设 户 尺 >R 与 9。 民 >R 定义 如 下 ， 


一 上 站 一 


Fs) =r +3t+1, 9 (2) =2%— 3 

六 下列 复合 本 数 和 公式 A 式 : (GD fogs (1) gef, Gi) fof. 

. 设 如 万-> 忆 是 一 个 常人 本 下， 求证 对 任 条 函数 
£ Bof=E, ob 呢 ? 

26、 考虑 函数 f(z) 一 2?， 其 中 “ER, 2 之 0。 指 出 下 列 栈 
数 是 否 是 的 一 个 扩张 。 

《iD g1(%) 一 {251， 对 所 有 2ER，(ii)g,(2) 一 xz， 其 中 we€E 
[一 上 1 Cii) gz)= (2+ 1s1)/2, 对 所 有 2€E R; (iv)las 
R=>R。 

27. 设 4 有, 又 没 了 了 > 了 。 从 4 到 媚 的 包含 隙 数 育 
几 放 4CX 下 未 ， 定 义 为 六 9) 一 4s 对 所 有 0€ 4。 

求证 了 在 4 上 的 收缩 fs 等 于 复合 函数 foj 即 js 一 产 刀 


1 一 1 范 数 、 到 上 和 拟 数 、 送 震 数 和 己 等 函数 


28.， 求证 ， 对 任何 函 名 下 A>B, fe1s=f—1aefo 
23. 求证 ， 和 落户 4-> 刀 本 是 1 一 ! 的 又 是 到 上 的， 则 
fiof=1sH ff ts 
30. 求证 : 车 有 4>B 与 9，B>4 满足 go 六 1 则 了 
为 1 一 1 函数， 而 9 为 到 上 函数 。 
， 求 证 命题 2.1: 设 f:4>B 与 9: B.>4 清 足 多 所 
1 ft 则 天 !; B>4 存 在 且 y= 六 !。 
32。 在 什么 条 件 下 ， 射影 轴 数 me {4 i€EI} > 
是 1 一 1 的 ? 
33. 设 天 《一 1, 1) 了 RR 由 8)=2/ (1 一 ]x|) 所 定义 ， 
求证 了 既是 上 一 上 的 义 是 到 上 的 。 
34. 次 刀 是 非 空 全 4 守 的 一 个 等 价 关系 从 4 到 高 集 
一 好 一 


妈 / 尽 的 自然 函数 9 定义 为 了 (9) 一 [3，[o] 为 4 的 等 价 类 。 
求 还 是 到 上 的 本数 。 

35, 役 刀 4>B。4 中 的 关系 慷 定 义 为 。 aRa’ 过 
Ta 一)， 是 一 个 等 价 关系 。 设 闻 赤 示 从 商 集 4/ 有 到 了 
的 值 域 元 4 的 一 个 对 应 ， 了 Fo- 六 o” 

CD 率 焉 六 ，4/ 丰 全 是 一 个 既是 到 上 又 尾 工 1 的 
区 数 。 | 

GD 设 9，4> 4A/R 是 自然 本 数 与 关 [41c-B 是 包含 
西数， 求证 /jo 了 59。 4-4/ 有 让 全。 


阶 标 集 与 一 般 化 法 算 

36. 设 4 一 {x 5 是 下 的 俏 数 }= fn，2n，3n，…}， 其 中 
nE N,N 为 下 整数 集 。 求 ，(i) 4 4 (六 ) 4 内 4 dD 
4 Gv) 4 人 his (Cv) 44U 4 其 中 s, 3EN (CD 
4. 4.,， 其 中 s+EN， (Cvil) 求证 ， 车 7CN 是 无 恨 集 , 
WN {4 dEJ} = 

37. 设 刀 二 (i+ 条 为 一 个 左 开 右 亲 区 间 , 其 中 iEZ， 
工 为 台数 集 ， 求 ，GD B.UB。 GD BN BGt) 由 B,， 
《9 BU Bn U Bn sEZ, CW) Bir, vi flies Ba 

38. 设 DD 二 [0, /nj 5 二 0, 1/9] 及 =[0、 lo) 其 
中 nEN, 有 为 下 整数 集 。 求 GD (DonE NG NN {56s 
"EN}, (li) N {T,: mnEN)。 

39. 求证 De Morgan 律 ， C1) (U4)°= 门 41,，(iD 
(NAD°= Ua 

名, 设 以 一 {4 ZE 了 是 集合 的 一 个 附 标 类 ， 炙 设 

一 好 一 


VCRCT。 求证 ，( U{f4 tiE 有 CUT4 i€E RK}, (过 
Ni{4s iETNENId: iER}, 


柜上 应 集 秒 数 


41. 设 户 民 习 用 定义 为 4) 二 避 十 1, 求 ，(1) J[{ 一 1， 
0 1}]3, Ci) FOC{10, 17]}, Cd) feC—2, 2)]， Cv) fF! 
[C5, 10)], (Y) fCRI, Cvi) fCRJ。 

42，. 求 证， 一 个 函数 f 半 > 了 是 1 一 1 的 ， 当 和 且 仅 当 
天 4N Bl 二 放 A1N 元 B]， 对 下 的 所 有 子 集 4 与 刀 成 立 。 

43. 求证 ， 设 及 王 > 了 ， 则 对 斑 的 任何 子 集 4 与 了 3， 
(a) 万 40 BJCFr4]n 无 B], (GD) 4CB 导致 41cf[B1。 

44. 求证 : 设 及 天 > 了 ， 则 对 了 的 任何 子 集 4 与 B， 
(a) TA4UBj= 六 TAIUf'LBJ], (5) 4C 有 导致 广 工 4 
Cf LB], ， 

45. ,求证 定理 2.8: 设 下 天 > 工 ， 又 设 ACX, BCY， 
则 人 4C 产 ?74]，(i) 了 一 产 六 有]。 

如 . 求证 , 设 户 区 > 工 是 到 上 的 ， 则 相应 集 函数 天 
匈 (X) > 殉 ( 了 ) 也 是 到 上 的 。 

47。 求 证， 一 个 函数 卫 > 了 有 既是 1 一 ! 的 又 是 到 上 
的 ， 当 且 仅 当 放 4°]=《f[4])* 对 的 每 一 子 集 4 成 立 。 

48. 求证 ， 一 个 函数 天 也 > 了 是 1--1 的， 当 且 仪 当 
4 一 产 !* 砚 4 对 及 的 每 一 子 集 4 成 立 。 | 


实 值 函数 的 代数 


49. 设 了 ={9, 5, c}， 又 设 了 与 9 是 上 的 如 下 的 实 信 
孙 数 ， 


一 好 一 


f={C, 2>,<b, —3>,<¢, 一 1>}， 
9={Ca, ~—2>,<5, 0>, Ce, 1>} 
求 : Gi) 3f, Gi) 27 一 59，(iii) fg, Civ) [fi, 
(Wf, (Vi) 13f- 91 
50. 设 4 是 宇宙 集 口 的 任 一 子 集 ， 则 下 面 定 义 的 实 值 函 
数 YX D>R 
1 车 x€4 
| 0 车 eg4 
称 为 4 的 特征 函数 。 求 证 ; 
(Ci Xana—=%a%s, 《ii》 Yaus 一 和 十 和 一 和 anmy 
(ll) Kas Xa — Xanne 
51. 求证 ， 多 《〈 屋 , R) 满 足 定理 2.9 中 的 公理 fV:3 即 
车 JEF(X, 民 ) 与 让 KER, 则 (i) bolh'e =CBh' Df, 
(i) 1 大 六 
52. 对 每 一 个 6E R， 设 全 E 天 (, 民 ) 表示 常 值 函数 
人 (z) 一 2 对 所 有 cE 六 成 立 。 
《i 求证 常 值 通 数 的 组 (collection) G， 即 名 一 { 人 ， 
bER}， 是 多 (了 民 ) 的 一 个 线性 子 空 间 。 
(ii 设 xs， 多 ->R， 由 x( 人) 一 ?所 定义 求证 w 既 是 
1 一 ! 的 又 是 到 上 的 ， 对 任何 如 办 ER， 有 
ca( 全 十 加) 一 at $b ) tactr) , 


补充 习题 答案 


23. (i) 0, (i) 一 8，(ii) 3, (iv) 一 2，(Y) 9， 
(vi) 一 1。 
一 29 一 


24. (DD (fq) =A8:— 62+1, (ii) (9g。 访 (一 292? 十 
62—1, (li) (fo f(z)=2+ 2+ 1148+ 15%+ 5 
25， .函数 feb 是 一 个 常 值 函 数 。 
26。(i) 是 ，(i) 不 是 ，(ii) 是 ，(iv) 是 。 
32， 4 为 单元 素 集 ， 属 如 说 4.={94}， 对 i 守 ii。 
36. (1) Au, C1) do, (ii) As, Civ) ds。，(Y》 A,s 
《YiD dA:o 
37. (1) (4, 61, (i) BG, Gli) (4, 211, 
(vy) {s, s+ 31, Cv) (ss s+16], Cvi) BR 
38, CG) {0}, Ci) (HH) {0}。 
41, C3) {1, 2}, Cii) 13, —3, 4, —4}, Ci) C1, 5)01, 
Gy) (C03, —2), (2, 3), (Vv) {m2>1}, (vi) R, 
49, (i) 3f={4, 87, Ch, ~—9>, Ce, —3>}, 
i) 2f~5g9= {La, 14>, 8， 一 62 《co， 一 7>}， 
(i) f= {Ka, —4>,<8, 0>,<e, —1>}, 
《Ciy》 [fl={Ce, 2>,C8, 3>, <c, 1>}, 
(CY) f=1C4, 8>, C6, —27>, Ce, —1)}, 
(iD 13f~f91~— {C8, 10>, Cb, 9>, Ce, 2>}, 


3 评 者 注 ， 原 广 误 为 (1,5)。 
_ 60 -一 


第 = 音 势 与 序 


等 价 集 ‘Equivalent sets ) 


设 已 给 两 个 集 4 与 B。 若 有 1 一 1 与 到 上 函数 记 4A>B 
存在 ， 则 称 集 4 等 价 (equivalent) 于 集 B， 并 记 为 4~B。 这 
时 我 们 说 ， 通 数 了 在 集 4 与 集 B 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 关 
系 (one-to-one correspondenee)。 

一 个 集 4 车 为 空 集 或 与 集 {1, 2，…， 由 《其 中 mnE 了 是 
某 个 正 整 数 ) 等 价 ， 则 4 称 为 有 限 集 (fjiite set)， 知 则 称 为 
无 限 集 ( infinite set)。 有 显然 两 个 有 限 集 等 价 的 充 村 条 件 是 它 
们 含有 相同 个 数 的 元 素 ， 所 以 对 有 限 集 来 说 ， 等 价 的 含义 相 
当 于 含有 同样 多 个 元 素 。 . 

例 1.1 设 和 N={1, 2, 3，… = 2, 4, 6, "7}， 则 由 
天 0) 二 2% 定义 的 函数 到 N 并 总 二 2 与 到 上 的 。 所 以 N 
与 巨 苟 价 。 

例 1.2 由 玉 2)=z/AC1z|) 定义 的 函数 闫 (一 1, 17 
一 民 是 1 与 到 上 的 ， 所 以 { 一 1 1) 等 价 于 实数 集 R。 

注意 ， 无 限 集 可 以 等 价 于 它 自已 的 一 个 真子 集 。 这 个 性 
质 对 任何 无 限 集 都 或 立 。 

全 题 3.1 在 任何 集 组 中 由 4~B 定义 的 关系 是 一 种 等 价 关 


一 64 一 


可 列 集 与 可 数 集 ( Denumerable and 


‘countable sets ) 


设 N 下 东 正 整 数 集 {1， 2; 3， oe 
一 个 集 忒 , 若 与 N 签 价 , 则 称 为 一 个 可 列 集 (denumerable 
set) ， 并 说 它 具 有 基数 〈cardinality) H。( 正 作 : 河 列 夫 鹤 
{ Alepli-null)), , 
有 限 集 与 可 列 集 统称 为 可 数 集 < countable set ) 本 
, 例 2.1 一 个 无 限 序列 、…. ， 
1 92 Gas“ 
它 的 项 各 不 相同 ， 它 就 是 一 个 可 列 集 。 固 为 序列 实质 上 就 
是 汉人 为 二 庆 人 mv。 因此 ; 当 qu 两 两 木 同时 ， 
此 函数 是 1 一 1 与 到 上 的 ， 汶 即 这 序 别 是 可 列 的 。 由 此 可 知 
下 列 各 集 都 是 可 列 集 + 
[1, i, 11, -=} 
‘ 回 3 
《一 2 3, —4, *…} ， 
” <1, 17, <4, 8>, <9, 27>， Ca 
例 2. 2 考察 写 在 下 画 的 权 集 时 X NN， 


《12 2 一 《8 CIA 
| pe * 
21> C2 2 23> C214> a 
-一 
人 oo 2 <a， 了 ee ， 
-一 ol 
《4 4 一 RE ay 一 C44 
。 “一 » pk » Pai ， 


~ 089 一 


~ 


我 们 可 以 按 上 图 记 承 入 头 的 顺序 把 MX 写成 其 2 
两 不 同 的 元 素 的 无 限 序列 如 下 ， 
C1, 1>，《2。 1>, CEs 2> 《ty 3>, 2, 2>, io 
由 此 可 见 ，N XN 是 可 列 的 。 
人 讽 2.3 设 肝 ={0, 14,2, 3，…) 二 NU(0}。 我 们 知道 
每 个 下 整数 @E 隐 可 用 唯一 的 方式 表达 为 
2=2"(2s+ 1), 
其 中 msE 型 。 米 用 上 式 中 的 9 8 由 下 式 
Rd) 一 < 的 
定义 的 函数 户 内 -型 X 玉 是 1 与 到 上 的 ， 辕 此 了 KX 到 是 
可 列 的 。 注 意 : 时 X 了 是 到 X 于 的 一 个 于 集 。 
下 列 诸 定 理 是 关于 可 列 集 与 可 数 集 的 ;. 
定理 3.2 每 个 元 限 集 都 含 一 个 可 列 拖 集 。, 
定理 3.8 每 个 可 数 集 的 子 集 都 是 可 数 的。 ，! 
引 理 3.4 设 {4,, 4 … 的 


可 列 组 ， 则 u 全 也 是 可 列 的 。 加 


定理 3.5 设 {4: ?tiE 了 是 可 数 集 构成 前 可 数组 ， 即 , ;了 是 
可 数 集 ， 而 对 于 每 个 《E 了 来 说 ， 4 是 可 数 的 。 则 
U{4 ZE 了 也 是 可 数 的 。” 

既 非 有 限 也 非 可 列 的 集 称 为 不 可 列 集 (non-denumerabie》 

或 不 可 数 集 ( non-countable)。 > 、 可 


连续 统 Ccontinuum ) 


不 是 任何 无 限 集 都 可 列 ， 事实 上 ， 下 商 前 定理 给 出 了 一 
个 特 珠 的 然而 是 极 重要 的 例子 。 
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冠 理 3.6 -单位 区 间 [0, 1] 是 不 可 列 的 。 
和 单位 区 间 [0, 1] 等 价 的 集 称 为 具有 固 巡 统 的 势 ( the 
power of the continuut), 或 称 为 杆 有 基数 C。(cardinalityC)。 
在 习题 解答 中 ， 我 们 将 证 明 任 何 开 的 或 闭 的 区 间 都 具有 
基数 CGC。 由 例 1.2， 开 区 闻 ( 一 1, 1 等 价 于 民 ， 因 此 有 


命题 3.7 实数 集 凡 具有 基数 C。 


Schroeder 一 Bernstein 定理 


著 4 等 价 于 的 一 个 子 集 ， 则 记 为 4B， 即 
A3B 当 且 仅 当 旨 CBs.t. A~B* 

车 4XB 但 4x 有 ( 邑 4 不 等 价 于 ), 则 亦 记 为 4 如 。 

例 3.1 因 扩 是 殷 的 一 个 子 集 ， 故 了 写 席 。 另 一 方面 ， 
由 命题 3.7， 民 是 不 可 到 的 ， 好 民 ~N。 从 而 ，N < 和 R。 

任 给 窒 个 保 4 与 ， 则 下 剂 情况 之 一 必然 成 立 ; 

(iy A~B8B, ti) AxkB 或 B<A， 

(过 ) 和 3 同时 B34 . 

(iv》 4 中 B47B，B 二 4 同时 成 立 。 

著名 的 Schroeder-Bernstein 定 理 指 出 在 ( 详 ) 情况 下 ， 
和 4 实际 上 等 价 于 了 。 妇 : 
定理 3.8 (Schroeder-Bernsteid》  “ 

车 43B 同时 BSA4, 则 A~B。 

这 定理 可 下 述 为 以 下 形式 ，: +.… : 
定理 3 若 研 忆 了 卫 ， 而 :六 ~ 于， 则 过 一 了 。 

注意 ， 前 而 所 列 的 情况 (iY) 是 不 可 能 和 的， 就 是 说 直面 的 
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定理 是 成 立 的 。 


定理 3.9 《三 居 一 律 ) 对 于 任何 两 个 集 4 与 B， 或 4<B 
或 4~B 或 Bx4, 三 者 必 居 其 一 。 


势 ( 或 基数 ) 概 念 (Concept of cardinalityy 
六 和 4 铝 价 于 B, 即 著 4~B, 则 称 4 汪 有 相信 的 入 (car- 
dinatfity)， 或 说 有 相 癌 的 基数 ( cardinal sumber}。 .我们 用 记 
号 并 (有) 表示 4 的 势 ( 哄 基数 》。 这 样 就 有 : 
(4)== 闪 (B) 当 且 仅 当 4 一 B。 
另 一 方 秆 ， 落 4< 召 周 称 4 的 势 小 平 召 的 势 ， 或 说 且 
前 势 大 于 4 的 势 。 就 是 说 
堪 ( 全 << 兰 CB》 当 身 仅 当 克 <B， 
。 天 (4) 所 闪 ( 娘 ) 当 县 仅 当 4 必 B。 
利用 势 ( 或 基数 ) 的 概念 ， 可 以 把 Schroeder-Bernstein 定理 
改 述 如 下 ， 
定理 3.8 若 左 ( 力 迄 井 ( 卫 ) .同时 其 (并 C4) 则 
型 (4)=#t 坟 )。 . 
下 列 各 集 ， : 
2, {0}, {2 {2}}, {8, (2}, {2, 2- 
的 基数 分 别 记 为 0，1，2，3，… 等 等 ， 它 们 称 为 育 昭 〈finite) 
基数 。N 与 [0，1] 前 基数 分 别 记 为 
一 音 ( 隐 入 人 一 并 ( 人 0， 和 
这 样 就 可 以 写 ， . - 
0<1<2<3< NG, 


Cantor 定理 与 连续 统 假设 


自然 要 闻 。 除 No 与 CG 外 ,是 否 还 有 其 他 的 无 限 基数 ? 
答案 是 , “有 的 ”。 下 面 的 Cantor 定理 就 说 明 这 一 点 。 这 个 
定理 指出 ,对 于 任何 集 ， 可 以 找到 具有 更 太 的 势 的 集 。 
定理 3.10 (Gantor) 对 于 任何 集 4， 其 势 集 儿 (4) 比 4 
具有 更 大 的 势 。 ， 
下 面 的 问题 也 是 很 自然 的 ， 有 没有 这 样 的 集 存在 ， 它 的 
势 介 于 NX, 与 之 间 ? 对 这 问题 的 答案 , 有 着 这 样 的 猜测 ， 
“不 存在 ”。 这 就 是 所 谓 的 “连续 统 ” 假 设 (continuum by 
pothesis): 
连续 统 假设 ”满足 不 等 式 Ko< 井 (4)<& 的 集 4 是 不 存在 
的 。 
在 1963 年 证 有 明了， 连续 统 假设 和 我 们 的 集 论 公理 是 互 
根 独 立 的 。 就 象 关于 平行 线 的 欧 氏 第 五 公设 和 几何 的 其 他 公 
理 是 互相 独立 的 情况 相 类 似 。 


部 分 序 集 Cpartially ordered sets ) 


集 4 中 的 一 个 关系 色 如 果 满 足下 列 条 件 ， 对 于 任何 6， 
2 CE A 有 : 

(GD -ea, 

(ii) gw 同时 5x9, 则 0=5， 

《 进 ) e368 同时 5xc， 则 #6， 
则 称 为 4 上 的 一 个 部 分 序 partial order) 或 称 为 -人 
序 《order)。 


-60— 


下 
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集 4 连 同 这 个 部 分 序 ， 即 偶 (4, 芒 )， 称 为 一 个 部 分 序 
集 〈 partially ordered set)。 1 
我 们 知道 满足 GD) 的 关系 称 为 肖 反 的 > 满足 Gil) 的 关系 称 
为 传递 的 。 现 在 ， 我 们 把 满足 (这 ) 的 奖 系 称 为 反 称 的 ( anti= 
symmetric)。 这 样 ， 一 个 部 分 序 就 是 下 月 反 的 ， 反 称 前 一 
传递 的 关系 。 ,; i 4 
例 4.1 在 任何 集 组 中 ， 各 也 人 类 是 一 个 本 
加 为 。 (i) 对 位 何 全 及 部 有 ,4 六 
《fi) 车 4c-B 同时 BCA4; 则 .4=Bs 
(ii) 车 4CB; 有 同时 . BiG) . 则 ,机 C70 
例 4.2 设 A 是 任 一 个 实数 的 集 , 则 在 4 中 由 < 所 规 
定 的 关系 是 一 个 部 分 序 。 演 个 部 分 序 称 为 4 中 的 自然 康 Cna- 


tural order) 。 

人 - 设 如一 人 5 os 0 2} , 则 于 图 : i 
I 
: be i Te 
在 定 中 完 义 了 一 个 部 分 序 如 下 : p39 当 且 使 过 = 
说 是 可 以 活 上 演 中 的 将 志 从 全 十 芭 人。 3 ， 

在 一 个 部 分 序 集 中 着 GD 见 称 i4 问 对 《 precedes ) 或 
小 于 (smaller than ) 65， 古称 b 启 于 《follows ) 吝 蕊 优生 《do 
minates) 或 类 于 larger thany go . 

又 : 若 43 但 a3e5， 则 记 作 a<5。 

” 设 4 为 一 部 分 序 集 ， 劳 每 两 个 元 和 闻 E4 名 有 有， 或 者 
95 或 者 84， 则 称 4 为 全 序 集 totally ordered sei ) 或 
线性 序 集 〔 linearly ordered set), 实数 从， 民兵 有 由 zy 所 规 
定 的 自然 序 时 ， 就 是 一 个 全 序 集 。 


区 


一 中 一 


例 4.4 设 剑 与 召 志 为 全 序 集 ， 风 可 入 44X 召 可 以 屿 也 
全 序 如 下 
《Gy b><Ka’, 六 > > 着 Ge 

或 车 “ 9 一 @/ 而 < 她。 . . 
这 个 序 称 为 4X 召 的 字典 编 序 (lexicographical order)。 这 样 
称 守 屋 因为 在 字典 里 字 的 先导 排列 次 所 用 的 方法 和 这 显 的 
方法 类 似 。 - . 
注意 ” 若 集 么 中 的 一 个 关系 玉 是 一 小 攻 分 序 ， 即 ， 它 是 自 反 

的 、 掺 称 的 和 传递 的 ， 则 道 关系 BR-! 也 是 一 个 部 分 

序 ， 这 个 部 分 序 称 为 么 Cinverse order)。 


部 分 序 集 的 于 集 ( Substs of ordered sefs) 


设 A4 为 部 分 序 集 牙 的 一 个 子 集 。 则 芝 中 的 序 自然 地 在 4 
中 诱 生 了 一 个 岸 。 即 规定 ! 对 -于 to 5E4 来 说 ， 在 4 中 有 
9x 的 充 要 条 件 基 在 攻 中 有 4:3。 和 葛 确切 地 说 ， 设 呈 是 六 
中 的 一 个 部 分 序 ， 则 关系 4= 定 站 (4x 4) 是 4 中 的 一 个 部 
分 序 。 这 个 部 分 序 BR, 称 为 民 契 A 上 的 收编 《tpstriction)。 
部 分 序 集 ( 4, RRs) 称 为 部 分 序 集 《 卫 , 民 。 ) 的 一 个 《部 分 
疤 ) 子 集 ( (partially odered)subset ) 。. 

一 个 部分 序 集 的 茶 些 子 案 可 以 是 爹 序 的; .显然 ， 着 下 
本 身 是 全 序 集 ， 则 六 的 任何 子 沫 者 是 全 阅 的 。 

例 5.4 设 印 一 ts 有 ,和 全 中 的 一 个 部 分 序 商 下 面 
的 图 定义 


-一 上 一 


和 


-em 


wo 


则 {ai cy 四 与 ;fp 8} 是 全 序 子 全: fg， 0 0} 与 ts 全 不 
会 序 子 全 。 


第 一 元 素 与 最 后 元 素 (First and last elements) 
. 台子 为 一 个 有 序 集 。 则 元 素 4,& 节 称 为 也 的 一 个 第 一 
元 素 (first element ) 或 最 小 元 带 ( smaliest element ) 是 指 ， 
对 所 有 的 >EZ， 有 mX<z 成立。 类 似 地 ， 若 有 5E 瑟 使 所 
有 的 2E 屋 者 满足 z75po， 册 加 称 为 工 的 一 个 素 后 元 素 Clast 
element ) 或 最 大 元 素 ( largest element) 。， 
, 例 6.1 设 是 一 {4,5, cy 时 的 序 由 下 面 的 图 定义 : 


a 
> 
?~ dad “~—e 
则 是 入 后 元 素 ， 因 为 6 在 入 个 无 宗 后 面 。 而 加 没有 第 一 元 
素 。 元 束 吕 不 是 第 一 元 带 ， 因 为 8 不 在 6 前 汤 。 
例 8.2” 具有 自然 序 的 去 整数 集 胆 以 二 为 弟 一 无 素 ， 具 
有 自然 序 的 椒 数 集 呈 既 没 有 第 一 元 素 也 没有 最 后 元 素 。 


极 大 元 素 与 极 小 元 过 (Maximai and minimal | 

slements) 

设 肚 为 有 序 集 。 则 一 个 元 素 9。€ 又 称 为 极 大 元 素 (maxi 
mal element) 是 指 ; 由 wox5z 恒 导 致 <=ao， 邵 除了 wu 本 身 
外 ， 没有 其 他 元 素 在 它 后 面 ， 类 似 地 元 素 PE 了 称 为 极 小 元 
素 (minimal element) 是 指 ， 由 wp 便 导 致 *= 加 ， 即 除了 
和 来自 外 ， ,没有 其 他 元 素 在 它 前 面 。 

一 好 一 


例 7.T 设 症 ={&, 6 oo jj。 由 例 6:1 的 围 定义 了 它 ， 
一 个 序 。 则 日 与 6。 都 是 极 小 元 素 3 4 是 极 大 元 素 。 

例 T.2 民 在 自然 序 下 是 一 个 全 序 集 。 但 它 没 有 极 大 元 
素 ， .也 没有 极 小 元 素 。 

例 7.3 设 4={g1, Qs，…s Gm} 是 一 个 有 限 的 全 序 集 ， 
则 及 恰好 有 一 个 极 小 元 素 ， 也 怡 好 有 一 个 极 大 元 素 。 它 们 分 
别 记 为 : 

minfel，…， Gm} 及 MaX{fF, ln} 


上 界 与 下 界 ( Upper and lower bounds) 


设 4 是 部 分 序 集 忆 的 一 个 子 集 。 沙 元 素 中 E 卫 先 于 4 中 
的 任何 元 素 ， 即 对 所 有 的 %E44 有 m3z， 则 mw 称 为 4 的 一 
个 下 界 (lower boung)， 藻 4 的 某 个 下 界 后 于 4 的 每 一 个 下 
界 ， 则 这 个 下 界 称 为 4 的 最 大 下 界 (the greatest lower bound 
(8g.1.b)) 或 称 为 入 的 下 祖 界 (infimum of 4)。 并 记 为 inf(A)。 

类 似 地 ， 车 元 素 灶 E 及 后 于 4 中 的 任何 元 素 , 即 对 所 有 
的 %E 4 有 YX 时 ， 则 形 称 为 4 的 一 个 上 界 (upper bound)。 
落 4 的 某 个 上 界 先 于 4 的 每 个 上 界 ， 则 这 个 上 界 称 为 4 的 最 
小 上 界 《the least upper bound (1.u.b)) 或 称 为 A 的 上 湖 色 界 
(supremium of 4)， 并 记 为 sup(A)。 

著 4 有 一 个 上 界 ， 则 称 4 为 上 有 界 (boundedaboevey。 车 
4 有 一 个 下 界 、 则 称 4 为 下 有 界 (bounded below)。 若 4 既是 
上 有 界 又 是 下 有 界 ， 则 4 称 为 有 界 (bounded)。 ，、 

例 8.1 设 对 于 中 一 {ar 了 ,0, Gy e, 万 9} 用 下 面 的 图 同 
干部 分 序 。 令 了 = {c, 0 ej， 则 ay Bo 是 如 的 上 界 ! 了 是 五 
的 唯一 的 下 界 。 注 意 : 9 不 明 召 的 一 全 下 嘎 ，, 因 为 外 并 不 先 

一 2 一 


对 又 : osup( 廊 ) 且 属 于 妃 而 天 -inf( 芍 不 属于 已 


a 


例 8.2 设 4 是 一 个 有 界 的 实数 集 。 则 实数 理论 中 的 一 
个 基本 定理 说 明 ， 在 实数 集 的 自然 序 下 ，inf(4) 与 sup(4) 
是 再 在 前 。 

例 8.3 设 @@ 为 有 理 数 集 ， 又 设 

B={r, EQ, 2>0, 2<o<3}， 

即 召 是 由 实 直 线 上 介 于 W 2 与 VS 之 间 的 所 有 有 理 点 所 构 
成 。 则 召 有 无 穷 多 个 上 界 ， 也 有 无 穷 多 个 下 困 ， 但 inf( 召 ) 与 
sup( 召 ) 都 不 存在 。 注 意 : 实数 W 2 与 V3 不 属于 QQ， 让 不 能 
看 作为 且 的 上 界 或 下 界 。 


Zorn 引 理 


Zorn 引 理 是 数学 中 最 重要 前 工具 之 一 。 它 汤 定 某 业 元 
素 的 存在 性 ， 昌 然 它 没有 给 出 任何 结构 性 前 步骤 可 以 用 来 找 
出 这 些 元 素 。 
Zorn 引 再 3.14 设 及 是 一 个 非 空 的 部 分 序 集 。 又 设 它 的 任 
何 全 序 子 集 都 有 一 个 上 界 。 则 革 至 少 有 一 个 最 大 元 
素 。 
注意 ”Zorn 引 理 等 价 于 古典 的 选择 公理 ， 也 等 价 于 良 序 公 
理 。 这 个 事实 的 证 明 要 利用 序数 的 概念 ， 它 超出 了 本 
书 的 范围 。 ‘ 
一 一 


习题 解答 
等 价 集 ， 可 列 集 
1、 考 察 下 列 两 个 同心 加 。 
局 一 人 zy P+} 
加 一 tr YY t+ mb} 
其 中 0<e<8， 试 用 几何 药方 
法 建立 0， 与 0; 之 间 的 “个 一 一 对 
解 ， 设 2E0C,， 考 察 画 数 天 
0.>0,, 其 中 大 2z) 是 联结 贺 心 与 4 的 半径 和 O: 相交 的 点 ， 
如 附 图 所 示 。 注 写 ， 了 是 1 一 1 与 到 上 的 ， 因 此 它 建立 了 了 
与 0, 之 间 的 一 个 一 - -对 应 。 
2. 求证 ， 有 理 数 集 可 列 。 
解 ， 令 Q* 表示 止 有 理 数 集 ; Q- 表示 负 有 有 理 数 集 。 多 
有 理 数 集 为 Q=Q Ut{0}UQ'。 
令 函 数 万 QQ NX 有 定义 如 下 ， 
Fp/0)= Cp, >, 
其 中 29 是 用 小 约 分 数 形式 表示 的 正 有 理 数 。 风 了 是 1 一 1 
的 ， 因 此 Q: 等 价 于 髓 XNN 的 一 个 子 集 , 但 NN x 是 可 列 的 
《 见 鲁 2.2)， 故 Q!+ 也 可 列 。 类 似 地 ，Q” 也 是 可 列 的 。 从 而 
由 定理 3.5，Q7TU{0}UQ!=Q 可 列 。 
3， 求 证 命题 3.1， 任何 集 组 中 由 4 一 召 亡 定 多 的 关系 
是 一 个 等 价 关系 。 就 是 说 ， 它 具备 下 列 性 质 ， 
《 工 ) 对 任何 集 4 有 4~4s . 
一- ?8 一 


《 旦 》 著 4~B， 央 BA 

( 坦 ) 著 4~B 同 时 B~0， 则 4~0。 

解 ，(i) 得 等 沙 数 4，4 一 4 是 1 一 1 与 到 上 的 , 放 4 一 
a 


、， 但) 车 4~B, 则 有 1 一 1 与 到 上 的 函数 4->B8 存 
在 。 但 这 样 的 函数 了 有 北 函 数 六 ，B->4， 而 且 这 首 函 数 记 
是 1 一 1 与 到 上 的 。 汉 此 4~B 导 致 B~4。 
(证) 车 4~B 同 时 B~0, 则 存在 函数 f 4->B 与 g: 
卫 >C, 皆 为 1 一 ! 与 到 上 的 。 于 是 其 复合 冰 光 go 疡 4x0 也 
是 1 一 1 与 到 上 的 。 这 说 明 4 一 卫 与 BC 导致 4 一 Co。 
4. 求证 ， 记 有 兵 整 系数 的 多 项 你 
PH) 一 Go 十 G 和 十， 十 Gon2 
《 即 woy ri，…， tm 为 整数 ) 所 拘 成 的 集 是 可 列 的 。 
解 对 于 每 对 和 下 整数 (2 m> ENXxN， 令 Lom 下 示 这 样 
的 多 项 式 p(?) 全 体 : 它 的 次 数 是 m， 而 
“eel + | + Gn | =n 
则 Pom 是 一 个 有 限 集 ， 从 洛 
P= U{Pm: <n, mENxN} 
作为 可 数 集 的 可 数 并 ， 它 是 可 数 的。 特别 因 不 是 有 限 集 ， 
故 五 是 可 列 集 。 : 
5， 一 个 实数 ,7 落 是 某 个 只 整 系数 的 多 项 式 
PP) 0 + Gis nT" 
的 一 个 零点 ， 则 称 为 一 个 代数 数 (alsebraic number)。 求 证 ， 
代数 数 集 是 可 列 的 。 
解 : 由 上 一 题 知道 ， 几 项 式 方程 的 集 吾 ={ol(z) 一 0， 
P20) 一 0; (对 一 % 是 可 列 的 。 设 4 一 [es = 是 方程 
一 ?8 一 


”9(s) 一 的 根 }， 则 因为 一 个 4 次 多 项 式 顶 多 只 有 "个 实 的 
零点 ,所 以 4 是 有 限 集 ,因此 ,4 二 U{44: 5EN) 是 可 列 的 。 
56， 求证 定理 3.2， 任 何 无 限 集 肪 必 含 一 可 列子 集 DD。 
解 : 设 户 多 (XX) > 及 表示 一 个 “选择 函数 ”， 艺 对 总 
的 每 个 非 空子 集 4E 多 (X)， 有 用 4) € 4 ( 选择 公理 保证 了 
这 种 务 数 的 存在 性 ) 。 现 在 考察 下 面 的 序列 : 
4 一 AI) 
:一 所 和 fa) 
EN a}) 


因 及 是 无 限 集 ， 故 子 N{8,s…, G4} 对 任何 % 而 言 均 非 空 ， 
集 。 此 外 ， 因 了 是 选择 函数 ， 故 当 i<n 时 

Ga 于 Cry 
就 是 说 这 些 m 是 两 两 不 同 的 ， 从 面 了 DD={91 4,,…} 是 卫 的 
一 个 可 列子 集 。 

上 述 证 明 的 本 质 在 于 :选择 函数 “ 选 ” 了 一 个 元 素 %E 
及， 然后 第 二 个 元 素 ea 应 从 及 内 “得 下 ”的 元 素 中 挑选 ， 余 
类 的。 因 叉 为 无 限 集 ， 故 且 内 “ 剩 下 ? 的 元 素 集 均 非 空 
集 。 

7。 求 证， 设 任 给 一 集 卫 ， 叉 令 多 (及 ) 表 示 有 上 的 特征 
函数 (characteristic functions) 全 体 ， 即 函数 f。， 肝 二 {1, 0} 的 
全 体 ， 则 及 的 势 集 等 价 于 多 (了)， 即 (全 )~ 久 (有)。 

， 解 : 设 4 为 的 任 一 子 集 , 凤 46 多 CX) 人 六 BA 
-CD 定义 如 - 下 


一 中 一 


0 车 2 和 全 1 
OA 其 sc 
则 了 是 1 一 ! 与 到 上 上 的， 所 以 Go(R) 一 @ (RE)。 

8 求证， 可 列 集 的 子 集 或 是 有 限 或 是 可 列 ， 即 可 列 集 
的 子 集 是 可 数 的 。 

解 ， 设 可 列 集 为 及 一 {os 4;，…}, 又 设 4 是 及 的 一 个 于 
集 。 车 4=JG， 则 4 是 有 限 集 。 车 4 与 多 ， 则 设 扣 是 使 ant 
4 成 立 的 最 小 正 整数 ， 又 设 m 是 使 加 >mi 与 ao€ 同时 
成 立 的 最 小 正 整数 ， 等 等 。 则 4={6ms am,…}， 车 fm 
m，…} 有 界 ， 则 是 有 限 集 ， 否 则 4 是 可 列 集 。 

9。 求 证 定理 3,3， 可 数 集 的 任何 子 集 都 是 可 数 集 。, 

解 ， 可 数 集 或 是 有 限 ， 或 是 可 列 ， 在 丙种 情况 下 ， 其 子 
集 都 可 数 。 

10， 求 证 引 理 3.4， 设 {4， 4 是 出 两 两 互 斥 的 可 
列 集 所 构成 的 可 列 组 ， 网 册 4, 也 是 可 列 的 。 

解 ， 因 为 44，4.，… 管 可 列 ， 故 可 写 为 ， 


A={0 tas Ges "oo} 


zy Ta, ass i} 


= {gn ns nss 小 


则 吕 hf 《6, 六 ENXN}， 而 自 扩 tw) 一 Ci 办 定 史 
的 函数 访问 >NxN 虽然 是 1 一 与 到 上 的 。 故 由 Nx 
NN 的 可 列 性 便 知 上 4 是 可 列 的 。 


一 由 一 


11. 求证 ， 设 4 是 光 限 集 ， 了 = 地 5 b,，…} 是 可 列 集 。 
叉 设 4 与 如 开打 ， 则 4UB~4。 

解 ， 洒 4 是 无 承 集 ， 故 它 食 一 可 列 集 一 {@，g，…y。 
设 函 数 户 4UB->4 册 下 商 揭 图 来 定义 ， 


o 落 zE4N\ 了 
即 : 灰 o) 一 2 若 一 加 

中 。 车 z 一 pu。 
注意 ，f 是 1 一 1 与 到 上 的 ， 因 此 4UB~4。 


连续 统 与 势 


12, 求证 ; ,区间 (0, 1); [0, 1) 与 (0, 雪上 共有 基数 CG， 
就 是 说 ， 它 们 都 等 价 于 [0，1]。 


解 ，G) 令 4-ro No, 1 二 三 

一 0, DN 和, 十 ,二 

出 ro, 11= {0, 1 -ua 
QD= 往 ,十 十 U4 


考察 函数 六 [0，I (0, 1)， 其 定义 如 下 图 所 示 
一 76 一 


即 fz)= 4- 


则 函数 了 是 1 一 1 与 到 上 的 ， 从 而 [0, 11~(0, 1)。 
(1) 由 下 式 
-1 车 z 一 i, xENY 


fs)= 1 
zz 车 ve NE Ny 


定义 的 函数 卢 [0, 11->[0, 1) 是 1 一 1 与 到 上 的 《 它 与 虽 中 
画 娄 类似) 因此， [0, 11~[0, 1); 

《i) 设 记 [0 1 一 (0 1 由 2) 二 1 一 定义 ;网 了 是 
1 一 1 与 到 上 的 。 因 此 [0, 1)~C0, 113， 和 由 (让 知 [0, 1]~ 
[0,1)， 礁 由 传递 性 得 ，[0, 1]~(0， 1]。 ， 

换 句 话说 ，(0，1)，[0，1) 及 (0, 1] 具有 基数 C。 

18. 求证 下 列 各 区 间 均 具有 连续 统 势 , 亦 即 具有 基数 C 
[es 下 ，(, 5)，[oy 5) 及 (gs 9]， 其 中 4<B。 

解 .只 须 考 察 下 列 函 数 : ， 

[日 -如 本 下 TD Sra, 5) 


一 ?yy 一 


(0 Dv) 0,11 04, 0] 
其 中 每 个 函数 都 由 f(z)=a+ (5 一 a)w 定义 。 这 些 汪 数 都 是 
1 一 1 与 到 上 的 。 因 此 由 上 一 道 题 及 命题 3.1 可 知 , 这 些 区 间 
都 等 价 于 50, 雪 ， 也 就 是 说 ， 都 具有 势 C。 
14. 求证 单位 区 间 4=50, 1] 不 可 列 。 
解 ， 方 法 1， 假 设 [0, 1 是 可 列 的 , 即 假设 [0， 的 元 素 
可 以 写成 一 个 序列 ， 
[0, 1]= {5 t2, Tss “oe}, 
则 其 中 每 个 元 素 都 可 写成 无 限 小 数 ， 
和 一 0 .00191sG13 Ge 
和 一 0 .daigasgas Ga 


各 3 一 人 .031Gs2G33 Ga 


Cu) .CnigniGna 


其 中 suE 40, 1, 2 …，9j， 并 且 假定 每 个 小 数 都 含有 无 限 
个 非 零 的 数码 ， 就 是 说 对 于 那些 可 用 两 种 小 数 的 形式 来 表达 
的 数 ， 例 如 在 


到 一 0.5000…… 一 0.4999.…: 


二 入 下 ， 我 们 光圈 合 有 无 限 个 玫 到 9 的 这 种 广 
式 。 
“ ”现在 来 造 一 个 属于 4 中 的 数 . 
9=0.Bbb, Dab 
造 法 如 下 ， 取 如 使 有 二 a1, 且 5, 夺 0; 取 8, 夺 gss 目 3, 寺 0; 
等 等 。 因 9 具有 符 全 我们 规定 的 元 限 小 数 表 达 方 式 ， 故 yE 
— ?8— 


[0, 11。 

但 是 : 因 扣 本 故 % 二 2 因 5 二 02 故 y 夺 和 4， 等 等 。 
一 般 说 ,对 于 任何 EN, 都 有 y 二 5,, 这 也 就 是 说 y 呈 [0, 1]， 
而 这 是 不 可 能 的 。 这 说 明 ，[0, 和 可 列 的 假定 将 导致 矛盾 。 
这 就 证 明了 [0, 切 是 不 可 列 的 。 

方法 2， 设 [0, 刀 可 列 ， 则 同方 法 1 中 所 说 一 样 有 ， 

[0, 1]={%, go 05 

现在 造 一 个 闭 区 间 序 列 如 下 ， 考 察 4=[9, 条 的 以 下 三 

个 闭 子 区 亲 ， 


[v0 
每 个 团子 区 间 长 度 是 地。= 不 可 能 同时 属于 这 三 个 区 间 。 令 


五 Fa。 5 表示 (1) 中 满足 2. 革 荆 的 一 个 区 间 。 
到 考察 了 二 [oi 也] 的 以 下 三 个 闭 子 区 间 : 


[tt [二 [es 


每 个 区 间 长 度 是 地 。 与 上 而 类 似 ， 令 荆 表示 (2) 中 满足 we 


五 的 一 个 区 间 。 

继续 采用 这 种 方式 ， 可 以 得 到 一 个 闭 区 间 序 列 

TEL DO (3) 

使 得 对 所 有 前 nE N 均 满 足 2。 儿 二。 由 实数 的 区 间 套 性 项 
《nested interval property》( 见 附录 4)， 有 一 个 实数 y€ 4= 
[0 11 使 得 9 属于 (3) 中 每 个 区 间 。 但 是 

YE 4 一 {2 导致 % 一 gr。 对 于 其 个 maEN 成 立 。 
而 由 上 面 的 构造 法 9 一 wm 从 Two 这 与 9 属于 (3) 中 每 个 区 间 


一 ?9 一 


药 事 实 发 生 矛 质 。 这 说 盟 开 始 时 关于 4 为 可 列 的 假设 导致 了 
牙 盾 。 搞 名 话说 ，4 是 不 可 列 的 。 
15. 求证 Sehroeder-Bernstein 定理 ， 车 了 一 了 一 且 
有 一 尽 ， 则 ~ 了 Y。 
解 。 图 首 一 及,， 帮 有 1 一 1 与 到 上 函数 产 时 一 及 存在 。 
但 疼 二 了 ， 故 于 在 了 的 收缩 《 仍 记 为 了 ) 也 是 1 一 1 的 。 
从 而 了 等 价 于 且 , 的 一 个 子 集 了 ,， 妈 了 ~ 了 了,， 其 中 
KOFIOR OY,, 
并 且 玉 了 > 了 ,是 1 一 1 与 到 上 的 。 但 现在 了 一 了 ， 因 此 由 
同样 的 推理 可 知 有 及 ,使 瑟 一 六 :其 中 
ZEPEF DY OX;, 
并 县 f，。 苹 -> 是 ,是 1 一 1 与 到 上 的 。 依 此 类 推 , 可 得 等 份 集 
列 久久,， 牙 ,，… 及 等 价 集 列 了 ,, 了 ;, 了:,…， 满 足下 面 的 
关系 
Be) Gp. ed ds? Ted dt 
观 在 令 . . ， 
B=XNYNXNY NAN YN 
则 X=(XNTYUCTNXIU ENYT)U"B 
Y=(YNX) UNYTIUCY NY) UYU...B, . 
同时 有 ; ， 
(ZNY)I~OR NFL ENPD)~ 
特别 地 : 青 数 产 〈2， No CoenNYmo0 虹 1 1 一 1 与 到 圭 
的 。 2 
现在 考 琳 由 下 图 妈 定 义 的 枯 数 >。 
即 sen={ Jo) 洲 eE 瑟 \ 卫 或 2ESNE， 
. ® 车 gE 孜 Ziny 或 sE8, ， 
-0— 


划 9 是 1 一 1 与 到 上 的 ， 及 丁 六 ~ 到。 


16. 求证 Cantor 定理 ， 任 何 集 4 的 势 集 多 (4) 比 4 具 
有 更 大 的 势 ， 即 ，4 <G2(4) 从 而 共 (4) 忆 入 22(4)。 

解 ， 考 察 由 式 子 9(c) 一 {4} 定义 的 函数 9g: 4-> 多 (4)， 
即 把 扫 的 每 个 元 素 4 映照 为 单元 素 集 {8} 的 函数 。 它 基 1 一 1 
的 ， 帮 4 入 多 (4)。 

阁 能 证 明 4 不 等 价 于 多 (4)， 则 定理 便 成 立 。 为 此 ， 用 
反 证 法 。 即 ， 假 没有 1 一 1 与 到 上 函数 f，4 一 乡 (4) 存在 。 

车 4 不 是 它 的 象 集 的 元 察 ， 妈 当 4€ 4 而 2 Fa) 时 ， 
称 为 一 个 “ 坏 ” 的 元 业 。 令 是 下 示 “ 坏 ”元 素 的 集 ， 即 
， B={%, LEA, wvE f(r)Y 
注意 如 是 4 的 子 集 ， 即 BE go(4)。 由 于 乒 4->S2(4) 是 到 
上 的 ， 故 有 5E4 使 成 信 = 六 。 试 亲 ; 四 是 如 “ 坏 ” 的? 若 
5E B， 则 由 吾 的 定义 ，D 和 Ef) 二 B， 这 不 可 能 。 若 b 攻 B， 
则 BE fb) 一 B， 这 又 不 可 能 。 由 此 可 见 不 来 的 假设 4 一 
多 (4) 导致 艺 盾 。 

` 这 说 明 4~52L4) 是 错误 的 。 因 而 定理 得 证 。 

( 半 ) 序 集 与 其 子 集 

“地 。 设 对 让 整数 集 赋 序 好 下 ,每 两 个 正 整数 $a’ 壬 可 
唯一 地 写成 如 下 形式 

4 二 27(9 十 4)，4/ 二 277(28/ 填 1 小 
。 注 ! 基文 为 2/=ar' (asf+ 1)， 要 为 排版 店铺 训 于 以 政 下 。 
一 #4 nn 


其 中 mr 5 9'€ {0 1 2,3， …}。 规 定 ， 
当 r<r 时 ， 或 ?=r' 而 8<s 时 ， 称 45<4'。 试 在 下 列 
几 对 数 中 填 入 正确 的 符号 < 或 >《 这 里 (o>y 当 且 仅 当 y< 
2 
(i) 5 14 (ii) 6 .9 (ii) 3 20 (iv) 14 -21。 
解 ， 朋 的 元 素 可 以 列 成 下 站 


RD | 2 3 1 | sielr 本 
JUODD 15| 
1 2 8 四 四 18 | 22 | 26 DE 
| 12|20 | 28 36 | 44 | 5 | 60 


一 行 的 数 先 放下 一 行 的 数 ， 同 一 行 中 左边 的 数 先 于 右 
边 的 数 。 问 题 的 答案 是 ; 
(i) 5<14 (il) 6>9 (il) 3<20 (iv) 14>21, 
18. 设 4 二 {0, 5, c} 用 下 得 的 图 赋 序 


a 
ad ~ 
设 .表示 4 的 一 切 非 空 的 全 序 子 集 所 构成 的 集 组 。 并 令 必 
按 集 的 包含 关系 而 成 为 部 分 序 集 。 试 画 出 .sx 的 序 的 图 。 


解 ，x 的 全 序 子 集 有 ， {2}, {3}, {0}, {6, 6}, {4, cj。 
因 . 必 按 集 的 包含 关系 赋 序 ， 故 .x 的 序 如 下 图 : 


fb} fd 
pe 
人 ~ ~ 


— 82— 


19. 设 4= {2, 3, 4，…}= 二 NN{1}。 又 设 对 4 用 “4 整 
除 % 来 赋 序 〈 即 ， 若 ”整除 %， 虽 严 先 于 2)。 

(iD 求 4 的 极 小 元 素 ，〈i) 求 4 的 极 大 元 素 。 

解 ，(i) 设 pE 4 是 素数 ,' 则 2 只 被 ?所 整除 ( 因 1 和 4 
故 任何 素数 局 为 极 小 元 素 。 此 外 ， 若 6 4 不 是 素数 ， 则 有 
5E4 能 整除 5， 即 85<s， 故 @ 不 是 极 小 元 素 。 换 句 话 说 ， 


极 小 元 素 愉 好 就 是 那些 素数 。 


，.Gi》 设 有 极 太 元 素 , .因为 ;例如 车 s6 4， 则 整除 25。 
20， 设 对 B={2, 3, 4, 5, 6, 7， 8, 9, 10} 以 “g 是 9 的 

倍数 ” 赋 序 〈 即 这 时 (%<y)。 

(i ) 求 召 的 所 有 的 极 大 元 素 ; 

(站) 求情 的 所 有 的 极 小 元 素 。 

解 ， 可 作 怠 的 序 图 如 下 s 


AAA 一 人 
+ 1 0 


《1 ) 极 大 元 素 有 2, 3, 5。 

《下 》 极 小 元 素 有 6, 8, 9,10。 

321. 设 对 到 ={1, 2 …，7，8} 贱 序 如 下 : 

A ' 现 考察 画 的 于 集 V 一 14, 5, 6}，(i) 

3 宵 的 上 界 集 ， (i) 求 了 的 下 界 集 ， 
AS、 (sup(P) 是 否 存在 ? iv) inf() 
{ \_] 小， 是 否 在 在 ? 
7 + 解 ，(D fl, 风 3} 中 每 个 元 素 且 仅 
3” 有 这 些 元 素 是 处 于 太 的 每 个 元 素 之 后 ， 
一 3 一 


因 台 上 界 集 ={11， 2，3}。 

(i) 只 有 6 和 8 先 于 六 中 每 个 元 素 ， 因 此 下 界 集 一 {6， 
3。 

“Hi) 大 3 是 的 上 界 集中 第 一 元 当 ， 故 sup(P) 一 3。 
注音 3 僚 P。 

iv). 闲 8 是 也 的 下 界 约 中 最 后 元 本; 放 MafCP7 一 9 注 
汰 6EP。 认 

22、 设 .x 为 一 个 集 组 ， 记分 关系。 又 设 甸 是 
-的 一 个 于 组 。 

(i) 车 4E.x 是 过 的 一 个 上 界 , 则 UB BEB}CA,. 

(并) U {B，BE 坎 } 是 不 是 儿 的 一 个 上 界 Y 

解 ，(Gi) 车 %E U1{B, BE 多 }, 则 有 BE 如 使 得 2 BB,。 
但 4 是 多 的 一 个 上 界 ， 故 Bc4， 从 而 xs€ 4， 玛 此 有 1B 
BEB}ICA, 

(二 ) 虽然 名 是 .x 的 一 个 子 组 ， 但 U1{B，BE 雪 } 不 一 定 
属于 2。 故 ，U1B:，BE 史 } 是 如 的 一 个 上 界 的 充 要 条 件 是 
它 属于 .mf。 


Zorn 引 理 的 应 用 


23, 求证 ， 设 总 是 一 个 部 分 序 集 。 则 有 卫 的 一 个 全 序 子 
集 存 在 ， 它 不 是 下 的 任何 其 他 全 序 子 集 的 真子 集 。 

: 解 设 .wf 为 卫 的 所 有 全 党 子 集 也 构成 的 集 组 对 .用 集 
的 包 人 关系 耻 序 。 我 们 将 用 ， Zorn 引 理 来 证 ， .多 具有 个 极 
大 元 素 。 为 此 ， 设 罗 = 一 BiE 吴 为 的 一 个 全 序 子 组 。 
并 令 汪 一 U{B 4E 寻 。 则 困 所 有 的 妃 E 败 都 满足 已 一 也 
故 4 


一 8 一 


下 面 来 证 4 是 一 个 全 序 集 。 设 e, jc 4; 则 有 Bi， 及 E 呈 
使 得 4 EBB,, 5E Be。 

但 乡 是 用 集 的 包含 关系 赋 序 的 全 序 组 , 故 Bs 与 六. 中 的 
一 个 是 另 一 个 的 子 集 ， 例 如 BCB， 则 sa bE 及。 丽 包 知 
及 EE 绍 是 及 的 -个 金 序 子 集 ; 所 以 或 者 是 555 或 者 是 D34。 
这 说 明 4 是 六 的 一 个 全 序 子 集 ， 亦 由 4E-og。 

得 对 任何 BE 红 都 有 BC 4, 故 4 是 绍 的 一 个 上 界 。 以 
上 容 开 说 明 .x 的 任何 一 个 爹 序 子 组 都 有 在 .x 内 的 上 界 , 于 是 
根据 Zorn 引 更 ,有 一 个 极 大 元 素 , 中 了 有 一 个 全 序 子 集 ， 
它 在 以 的 序 中 不 先 于 .of 中 的 任何 元 崇 ， 认 妈 它 不 是 及 的 任何 
其 他 全 序 子 集 的 真子 集 。 

24. 求证 ， 设 甩 是 由 4 到 也 的 一 个 关系 ， 即 ，BRc4x 了 。 
又 设 忆 的 定义 域 是 4。 风 有 县 的 一 全 于 集 产 存 在 ， 使 产 是 
一 个 由 4 到 的 通 数 。 .，. 

解 ， 令 sx 表示 号 中 记 有 闭 样 的 子 这 洲 构成 的 集 组 ， 即 ， 
每 个 FE .ve 都 是 由 4 的 菜 个 于 集 到 刀 的 函数 。 令 .oz 用 案 的 包 
含 关系 赋 序 。 则 当 卢 41>B 是 9 4.> 吕 的 一 个 于 集 时 ， 
就 有 44c4,。 

现在 令 儿 一 { 玉 ，44>Bier 是 :的 一 个 全 序 子 组 则 
《风神 充 习题 44》 f= 所 是 一 个 由 由 4 到 B 的 函数 。 此 外 
CB， 故 f 是 乡 的 一 个 上 界 ， 寺 是 由 Zorn 引 理 ,of 有 极 大 
元 素 包 ，4* >B。 若 能 证 明 4e= 4， 则 定理 得 证。 

设 4# 羡 4， 则 有 66 生 使 得 a 竺 4。 但 出 假设 ， 玉 的 定 
义 域 是 4， 故 必 有 有 序 偶 《a, Bb》E 8。 总 样 ，jU{Cay 5>} 
将 是 一 个 由 4* U fa 到 吾 的 函数 ， 而 这 和 fr 是 .sz 的 一 个 极 
大 元 素 的 很 设 是 互相 矛盾 的 ,因此 必须 有 4*= 4。 定理 证 毕 。 
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补充 习题 
等 价 集 ， 势 - 
25. 求证 ， 每 一 个 无 限 集 等 价 于 它 肯 已 的 一 个 真子 集 。 
26. 求证 :车 4 与 召 是 可 列 的 ， 则 4x 刀 也 是 可 列 的 。 
27.， 求 证， 平面 如 中 具有 理 数 坐标 的 点 集 是 可 列 欧 。 
28。 一 个 实数 “如 不 是 代数 数 ， 即 如 “不 是 整 系数 多 项 
B= 二 0 
的 根 《 见习 题 5)， 则 称 为 超越 数 ， 饮 如 xw 与 。 是 超越 数 。 
(i) 求证 超越 数 集 2 是 不 可 列 的 。 
(站) 求证 薄 有 过 续 统 的 驳 : 即 具有 基数 G。 
29。 基数 的 乘法 运算 定义 如 下 ， 
大 (如 砷 ( 呈 ) 一 间 ( 丰 X 召 ) 
0 求证 运算 定义 是 合理 的 ， 即 
砷 (有 4) 二 间 (4AY》 与 ;大 ( 辕 ) 扬 音 (B'》 
导致 捍 (4) 莫 ( 瑟 一 埋 (4) 井 ( 吾 ) 
或 等 价 地 ，4 一 种 与 了 ~B' 导 吾 (4XB)~(4’ x BB); 
《二 ) 求证， (2)》 Re 共 一 只 0 (5 其 吧 二 ©, 
{0 CG=C.,. 
30。 基数 的 加 法 运算 定 父 如 下 ， 
， 井 (人 D+ 寿 (B) 二 #(4x41} UBx {2}) 
(i 人 求证 若 4NN B= 多 ， 则 莫 ( 人 十 共 ( 动 一 林 (4U 司 
《 立 》 求 证 运算 的 定义 是 合理 的 ,: 即 “ 
-大 (4) 关 提 (4 人 .与 大 (BB)= 间 (BY 
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导致 非 (4)+ 间 (有 态 = 并 (4 小 + 利 (B)。 
31， 基数 的 圭 这 算 定 义 如 下 ， 
提 (4)#05) 二 间 ( 和 ff 天 B>4}) 
(1) 求证 车 间 (4)==m 与 间 (8B) 二 % 是 有 限 基数 ， 出 
捧 ( 几 2448) 一 9"。 
即 在 有 限 基 数 展 形 ， 对 基数 的 宕 运算 相应 于 通常 正 整 数 
轿 的 运算 。 
(这 》 求证 运算 的 定义 是 合理 的 ， 即 
间 (4)= 闫 (4) 与 #(B= 间 (B') 
导致 共 (4)#3) 二 间 ( 有 人) 
《这 求证 对 任 一 集合 4， 并 ( 织 (4)) 王 240 。 
32. 设 ~ 是 民 中 的 等 价 关系 ， 定 义 如 下 
zy 证 wy 是 有 理 数 ， 
试 确定 商 集 R/ 一 的 势 。 
33。 求 证 从 [0, 1 到 民 的 所 有 函数 集 组 的 基数 为 2:。 
34。 求证 Schroeder-Bernstein 定理 3.8 的 下 面 两 个 断言 
是 等 价 的 。 


(1) 著 43B 与 B34, 则 4~B。 

(二 ) 落 已 忆 了 一 时 且 帮 一 是 ， 则 达 一 了 了。 

35。 求 证 定理 3.9: 对 于 任何 两 个 集合 4 与 B, 或 4< 
吾 或 4~B 或 8B<4， 三 省 必 居 其 一 (提示 。 用 Zorn 引 理 )。 


序 集 与 子 集 


36, 设 4 二 (N, 和 ) 为 具有 自然 序 的 正 整 数 集 ， 又 设 
B=(N, 之 ), 具有 反 序 的 正 整 数 集 。 而 且 , 设 4X 互 表示 先 按 
照 4 然 后 按照 如 的 序 构成 的 NxNN 的 字典 编 序 。 试 在 NxN 
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的 每 一 对 元 素 间 插入 正确 的 符号 < 或 >: 

Ci) C3,8> ly, (Ni) C2, 1> .C2; 8», 

Ciii) <3, 3>. <3, 1>, (iv) C4, 9> «7, 15>。 

37. 设 六 ={1, 2, 3; 4 5 6 于 1 
具有 如 附 图 所 示 的 序 ， 考 虑 总 的 子 t 
集 4 一 {2, 3, 4}。(i) 求 久 的 极 大 2 
元 素 。(i) 求 了 前 极 小 元 素 。(iii) Se 
2 是 吾 有 第 元素? Gv 是 机 有 。 >< 
最 后 部 素 ? (VY 求 4 的 上 界 集 。 

(vi) 求 4 的 下 界 集 。(Cviil) sap(4) 存在 否 ? (viii》 inf(4) 
存在 否 ?， 

38. 考虑 具有 自然 译 的 有 理 数 集 @， 及 鞭子 梨 A 一 {2; 
&Z5 2 <3}，(i) 4 上 上 有 界 否 ? (ii) 4 下 有 和 界 奏 ? 《过 ) 
sup(4) 存 在 再 ? (iv) inf(4) 存 在 否 ? 

，. 39， 设 整数 集 N， 以 .“w 整除 y” 赋 序 ， 并 设 4CN。 
(i) inf(4) 存 存 省 ? (i) sup(4) 存 在 否 ? 

40. 求 证， 每 一 有 限 的 部 分 序 集 有 一 个 极 大 元 素 。 

41， 给 一 个 恰好 具有 一 个 极 大 元 素 但 没有 最 后 苑 素 的 有 
序 集 的 例子 。; - 

”2， 求证 1 敬 忆 是 世上 的 部 分 序 ， 则 BR-? 也 是 4 上 的 一 
个 部 分 序 。 


Zorn 引 理 


”43. 考 堪 十 面 斯 言 的 证 明 ， 存 在 一 个 正 整 履 的 有 限 集 ， 
它 不 是 率 台 煞 的 竹 何 别 的 有 限 集 的 豆子 集 。 
证明 ， 设 .是 正 整数 欧 所 有 有 限 集 组 。 接 集 的 包含 关系 


一 58 一 


对 .or 赋 序 部 分 序 。 现 设 轨 一 {B 5E 卫 是 sx 的 全 序 子 组 。 考 
串 集 4 一 LB 注意 对 每 一 有 E 如 ，Bic-4， 因 而 4 是 急 的 
上 界 。 

因为 每 一 全 序 子 集 有 一 个 上 界 ， 刀 Zorn 引 理 ，.%% 有 一 
个 极 大 元 素 ， 它 是 一 个 有 限 集 ， 它 不 是 任何 其 他 有 限 乐 的 真 
于 集 。 : 

问题 ， 因 为 断言 显然 是 错 的 ， 证 明 中 哪 一 步 是 不 对 的 ? 

44. 求证 在 习题 24 的 证 明 中 所 假设 的 下 而 事实 ， 

设 {fi 41>B} 是 一 个 遂 数 集 组 ， 按 集 的 包含 关系 是 全 
序 的 ， 则 由 天 是 一 个 从 L444 到 BB 的 一 个 函数 。 

45。 求 证 下 列 两 个 断言 是 等 价 的 ， 

(i) (选择 公明 ) 非 空 集 的 一 个 非 空 组 的 积 JT{41:， ET 
是 非 空 的 。 

(ii) 车 .tf 是 一 个 非 空 互 斥 集 的 非 空 组 , 则 存在 一 个 子 集 
Bc-U{4，AE.w} 使 BB 与 每 个 集 4E.w% 欧 交 恰 好 包含 一 个 
元 素 。 

46. 求证 ， 一 个 有 序 集 马 的 每 一 全 序 子 集 在 又 中 有 一 个 
下 界 ， 旭 及 有 一 :个 极 小 元 素 。 


补充 习题 答案 


32，C。 

36. (1) >, (i) >, (li) <, (iv) <。 

37. (i) {1}，( 和 i) 15, 6}s (ii) 没有 ; 《iy》 有， 和 
fw {1 21 (vi) 15, 6}# 《Yii) 存在 ，2; 《v 首 ) 不 存在 。 


38，( 是 ，() 各 ，( 首 》 不 存在 ，(ty) 不 存在 。 
36.(i) inf(4) 存在 if 4s 厅 (ii) sup(4) 存在 i 
4 有 限 。 


41. @ ， 
+ 


122>3>43 


这 里 4 是 极 大 元 素 但 & 不 是 最 后 元 素 。 


第 四 章 、 直线 和 平面 的 拓 提 


实 直 线 ( Real line ) 


实数 (real number) 集 ， 通 常用 只 表示 ， 在 数学 中 特别 是 
在 分 析 学 中 起 着 极 重 要 的 作用 。 拓 扑 学 的 许多 概念 实际 上 是 
实数 集 一 些 性 质 的 抽象 化 。 集 民 的 特征 可 以 用 一 句 话 来 概 
括 :; “RR 是 一 个 完备 的 、 阿 基 米 德 有 序 体 。” 这 些 构 念 将 在 附 
录 中 说 明 。 在 这 里 我 们 用 民 内 的 序 关系 来 定义 RR 的 4 通常 拓 
扑 ”。 

假定 读者 熟悉 用 直线 上 的 点 对 民 作 的 几何 表示 。 如 在 
下 图 内 ， 用 称 为 原点 的 点 来 表示 0， 而 用 另 一 点 ， 通 常 放 在 
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0 的 右边 ， 来 表示 1。 则 直线 上 的 点 与 实数 之 间 可 以 用 一 种 
自然 的 方式 对 起 米 ， 即 每 点 表示 唯一 的 一 个 实数 ， 同 时 每 个 
实数 可 以 用 直线 土 唯一 的 一 个 点 来 表示 。 由 于 这 个 理由 ， 我 
们 把 此 直线 称 为 实 直 线 (real line) 或 实 轴 (real axis)。 而 且 
对 《点 ”和 《“ 数 ”这 两 个 名 词 不 作 区 别 地 加 以 使 用 。 


R 中 的 开 集 (Open setsinR) 3 
设 4 为 某 一 实数 集 ， 则 一 点 BE 4 称 为 '4 的 一 个 内 点 
—g1— 


(fnterior point) 是 指 2 属于 包含 在 4 内 的 某 个 开 区 间 5，， 
好 s 
PEBCA, 
集 4 称 为 开 集 (open set) 或 称 信 一 开 集 ( 这 个 多 字 的 总 
义 将 在 下 章 中 说 明 ) 是 指 它 的 每 一 点 都 是 内 点 。 
例 1.1 一 个 开 区 间 4 二 (8, 8) 是 一 个 开 集 ， 因 为 对 于 
每 个 gE 人 可 以 选择 Sb 一 4。 
笃 1.2 实 直线 民 本 身 是 开 集 ， 因 为 任何 开 区 间 必 
是 民 约 于 全 即 pE Soc-R*。 
注意 ， 一 个 集 不 是 开 集 的 充 要 条 件 是 它 至 少 会 有 这 样 的 
一 点 ， .这 点 不 是 内 点 。 
例 1.8 闭 区 问 [e, 到 一 吾 不 是 开 集 ， 因 为 含 @ 或 人 
的 性 何 开 区 间 一 定 含 有 马 外 的 点 ， 所 以 庙 点 5 和 加 都 不 是 是 
绚 内 点 。 
鲍 1.4 空 信 苛 是 开业， 因为 在 好 中 不 可 能 有 这 样 的 
谍 ， 它 不 是 一 个 内 点 。 
例 1.5 下 列 无 限 开 区 间 《 即 下 面 列 出 的 民 的 一 些 子 
集 》 是 开 靠 ， 
{z， zER， > 对 一 (oy co) 
人 :和 了， 和 > 一 (一 co 5) 
{2, 2E 民 } 一 (一 coy co) 
下 一 下 列 无 限 半 开 区 间 〔《 即 下 列 的 民 的 一 些 于 
集 》 
{z 2ER, zs2>0}=[4, 0) 
{tr TER, ru}=(—0, a] 
不 是 开 集 ， 因 为 6E 民 不 是 [4， oo) 的 内 点 也 不 是 (一 coy 四 
前 内 点 。 
”入 评注 :. 对 于 每 点 PR 可取 By = 《p-1s D+1)。 
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关于 开 集 有 以 下 两 个 基本 定理 : 
定理 4.1 尺 中 任意 多 个 开 集 的 并 也 是 开 集 。 
定理 4.2 民 中 有 限 个 开 集 的 交 是 并 集 。 

下 面 的 例子 说 明 ， 定 理 4.2 中 要 求 开 集 的 个 数 有 限 这 个 
条 件 是 不 可 免除 的 。 

例 1.6 考察 下 列 的 开 区 间 组 ( 自然 所 就 是 开 集 组 )s 


[二 ve 


由 
注意 这 些 开 区 间 的 交 
所 4 人 


是 由 单一 的 点 0 组成， 而 {0} 不 是 开 集 。 接 和 髓 活 说 ， 任 意 多 
个 开 集 的 交 不 必 是 开 集 。 


聚 点 (Accumulation Points) 


设 4 是 及 的 一 个 子 集 ， 即 ，4 是 一 个 实数 集 ， 则 一 点 
PER 称 为 4 的 - .个 聚 点 (accumulation point) 或 称 为 4 的 一 
个 航 腿 点 (limit point) 是 指 每 个 含 吕 的 开 集 G 都 含有 4 的 一 
个 异 于 ? 的 点 ， 即 ， 

GF, PEG—> AN (GN {pF Gs 
4 的 京 点 集 ， 记 为 4， 称 为 4 的 导 集 (derived set)。 


ww Al ly 
例 2.1 设 4 一人 ,二 1， 了 } 则 点 0 是 和 4 的 
个 聚 点 ,因为 爹 0 的 任何 开 集 GG 必 例 有 开 区 间 ( 一 au 4) CG 
使 一 <0<G2， 且 (一 81， 042) 含有 壬 的 点 ， 数 中 是 4 的 一 个 
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注意 ; 妇 的 化 点 0 不 属于 省 同时 除了 0 以 外 ， 扎 没 有 其 
他 的 到 点 ， 族 和 4 的 时 集 是 单元 素 集 10}， 即 4/ 一 {0}。 

例 2.2 考察 有 理 歼 集 Q。 每 个 实数 PER 民 者 是 眉 的 一 
全 极 限 点 ， 这 是 因为 任何 开 集 部 含有 有 理 数 ， 也 就 是 都 含有 
QQ 的 点 。 

例 2.3 整数 集 世 二 {…, 一 2， 一 1, 0， 1, 2，…} 没有 了 
点 。 接 向 话说 , 也 的 导 集 是 空 集 儿 。 
注意 ， 不 要 混 清 “一 个 集 的 极限 点 ”和 “数列 的 极限 ”这 两 

个 概念 。 它 位 昌 有 联系 但 是 不 相同 的 。 有 些 习 题解 答 

和 补充 习题 将 说 明 这 两 个 概念 之 间 的 关系 。 


Bolzano-Weierstrass 定理 


对 于 各 种 不 同 的 集 来 说 是 否 存 在 聚 点， 这 是 拓扑 学 中 的 
一 个 重要 问题 。 并 非 每 个 集 都 有 聚 点 ， 即 使 它 是 无 限 扩 也 机 
《如 例 2.3 所 示 ) 。 但 是 存在 着 一 种 重要 的 一 般 铺 况 ， 对 这 
个 问题 给 出 了 肯定 的 回答 
定理 4.3 aaano Wolerotrass) . 

一 个 有 界 的 、 无 限 的 实数 集 4 至 少 有 一 个 聚 点 。 


闭 集 (Glosed sets ) 


民 的 一 个 子 集 ( 即 一 个 实数 集 ) 4 称 为 闭 编 closed get) 
是 指 4? 是 一 个 开 集 。 
一 好 一 


一 个 闭 集 也 可 以 用 它 的 栾 点 来 刻 划 ， 

定理 4.4 民 的 子 集 4 是 闭 的 充 要 条 件 是 它 含有 它 所 有 的 
诊 点 。 

例 3.1 闭 区 间 [4, 5] 是 一 个 半 集 ， 因 为 它 的 补 集 是 两 

个 无 限 开 区 间 的 并 (一 oe， 48) UC， eo)， 而 开 集 的 并 是 开 集 。 
1 1 1 

例 3.2 条 人 二， EE ， 不 是 用 条， 因为 正如 
在 钢 2.1 所 看 到 的 那 社 ， 它 的 芭 点 0 不 属于 它 。 

例 3.3 空 集 好 与 整 条 直线 尺 都 是 用 全 ， 因 为 它们 的 
补 全 分别 为 民 与 纪 ， 而 民 与 多 都 是 开 集 。 

如 在 下 鲍 中 所 看 到 的 ， 有 些 集 既 非 开 集 也 非 闭 集 。 


例 3.4 考察 去 开 右 闭 区 间 4 一 (4 8]。 则 4 非 开 集 因 
为 了 EA 不 是 各 的 一 个 内 点 同时 4 也 非 闭 集 因为 0 人 E44， 但 
G 是 二 的 一 个 标点 。 


Heine 一 Boref 定理 
下 夯 的 定理 给 出 有 界 闭 区 间 的 最 重要 的 性 质 之 一 。 
我 们 说 * 集 组 .x= 二 {4,} 复 洲 (cover) 一 个 集 4”, 是 指 ， 
4 合 在 x 的 元 素 的 并 之 中 ， 即 4 U44。 
定理 4.5 (Heine-Borel) 设 4 一 [cy, 四 为 有 界 闭 区 间 ， 又 设 
开 区 间 组 多 一 {Gn i 信 复 盖 4， 即 4CUG。 则 
多 含有 一 个 有 限 子 组 ， 例 如 说 {G4 …, 全,}， 它 也 
复 盖 4， 邑 ; 
ACQ UG Uw UG 
注意 ，4 必须 具备 有 界 和 闭 这 两 个 条 件 ， 否 则 定理 就 可 
一 由 一 


能 不 成 立 。 用 下 面 二 但 说 明 。 


例 4.1 考察 有 界 开 区 间 (单位 区 间 ) 4 一 (0，1)。 则 下 
面 的 开 区 间 组 


{ 1 i 上 
2 "| (st a nc 
是 复 间 有 的 ， 即 
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然而 ， 久 的 任何 有 限 子 组 部 不 能 复 盖 4。 


例 4.2 考察 无 限 闲 区 间 4 一 [1,， so)。 则 开 区 间 组 
ZG={(0, 2),(1, 3), (2, 4), …} 
复 盖 4。 但 它 的 任何 一 个 有 限 子 组 部 不 能 复 善 4。 


a 
(35) = 


2 


人 
OD | 


序列 (sequences) 
一 个 序列 (sequence)， 记 为 
< so > 或 《<5 n€EN> 或 《> 
类 以 月 ={1, 2, 3,…} 为 定义 域 的 一 个 函数 ， 就 是 说 , 对 于 
每 个 正 整数 n€ N， 它 指定 了 一 个 点 和 与 之 对 应 。nEN 的 
一 和 


和 象 记 为 或 s(n)， 称 为 序列 的 第 于 项 (the n-th term)。 
例 5.1 下 面 几 个 序列 
《8 一 《1 3，5，…> 
一 
WC 
Cu > = 1, 0, 1 09 > 
可 以 分 别 用 式 子 表示 如 下 : 
Ss{n) =28—1 


1 党 nn 是 坷 数 
0 车 n 是 倘 数 。 


一 个 序列 Cs nE N> 称 为 有 界 的 ， 是 指 其 值 域 {ws 
nC N} 是 一 个 有 界 集 。 

例 5.2 考察 例 5.1 中 的 三 个 序列 。Kgr> 的 值 域 ,3， 
5 …} 无界， 所 以 Cao》 不 是 有 办 序列 。<6》 的 什 城 并 一 于， 
到 ， 一 下， 是 有 界 集 ， 所 以 《ti》 是 有 界 序 列 。 人 mu》 的 从 
域 是 有 限 集 {0，1}， 所 以 Cu》 也 是 有 界 序 列 。 


注意 ，《C8,，nE N> 表示 序列 ， 它 是 一 个 函数 。 另 一方 
面 ，{3w， nmE N} 表示 序列 的 值 域 ， 它 是 一 个 集 。 


w= 二 +-D" ={ 


收 钱 序列 ( Convergent sequences ) 


收 敏 序列 的 通常 定义 叙述 如 下 ， 
定义 ” 设 已 给 实数 序列 《41, 4,，…》。 若 实数 8E 民 具备 以 
下 性 质 ， 对 于 任何 >0， 有 正 整 数 芒 存在 ,使 当 


一 网 一 


如 > 时 就 有 |@ 一 站 <e 成 立 。 则 称 5 为 数列 《ds 
wE N> 的 极限 ， 或 称 数列 “cs> 收敛 于 5，, 记 为 
Tim es 一 0 或 tim eu 一》 或 Ge->2。 


注意 |o 一 中 <e 意思 是 3-2<an<5+e 或 cu€ 包含 5 
的 开 区 间 (5 一 ,5+e) 内 。 此 外 ， 因 为 序号 为 m 以后 的 任 
何 项 都 落 在 区 各 (5 一 8, 5+8) 之 内 ， 所 以 只 有 so 之 前 的 有 
限 项 ， 可 以 落 在 区 间 (8 一 2, 8 十 e) 之 外 。 

因此 我 们 可 以 把 上 述 定义 收 述 如 下 ， 
定义 “车 含 8 的 任何 开 集 都 含有 数列 《ast nE N> 的 几乎 所 

有 (almost al) 的 项 ， 则 称 5 为 此 数列 的 极限 。 

例 6.1 一 个 常数 列 《goy Go coop>， 例 姑 <1 1， 1》 
或 《一 3， 一 3， 一 3，…> 收效 于 go， 因 为 每 个 包含 的 开 集 
包含 了 数列 的 每 一 项 。 

例 6.2 下 面 的 每 个 序列 

人 


LN 
NN? 了 


2 ”3 4 
部 收效 于 0， 因 为 每 个 包含 0 的 开 区 间 
的 几乎 所 有 的 项 。 


CLi31iT 1 15..N 
例 6.8 党 罕 序 列 信 了 7 人 8? 可 ， 3 
即 序列 


含 了 上 面 学 个 序列 


个 


1 
on 著名 是 偶数 


1 
1 一 amtD7” 芳 呈 是 奇数 


这 些 点 的 分 布 如 下 图 所 示 。 


a 人 人 Ca ts 
2 村 Ey + 1 


注意 含 0 或 于 的 任何 一 个 开 区 间 部 包含 序列 中 的 无 限 多 
个 项 。 虽 然 0，1 是 序列 的 值 域 (range) 的 桶 点， 就 是 说 是 集 


和 于 时 于， 于 上 的 汉 点 ， 包 0 和 工 部 不 是 序列 的 


子 列 Subsequences ) 
设 已 给 一 序列 “ago， as …>， 若 《> 是 一 列 正 整 数 ， 
满足 刘 < 和 <<…， 则 
《Gy Beys Fess "> 
称 为 Cas; 8EN> 的 一 个 子 列 (subsequence)。 
-<1, 4, 4, 十 NAN 
例 7.1 考察 序列 《ao> 一 人 Al， 到， 可， >。 | 
C1 1 ,1,1 , .是 与 一 | i 
Al 让, 开明 ， 人 … 依 是 《ar> 的 一 个 子 列 ， 但 是 人 3， 了 
1 
4 


1 1， .不 是 4 子 列 | 
9+ 8? 家， “不 是 Caw> 的 子 列 ， 因为 在 原 玉 数列 中 1 


例 7.2 虽然 全 6.3 中 的 序列 人 革 “> 


,41,317 
4 488 
是 不 收 城 的， 但 它 含 有 政敌 的 子 列 ， 例 如 人 二， 于， 下 


1 ANAL 3 1 黄 ， 
i6? A 人 > 3 一 方面 ， 数 列 《1， 


3，5，… 2 从 后 作 人 了 区 

正如 上 面 的 例子 所 示 ， 一 个 数列 可 以 含有 收敛 的 子 列 ， 
也 可 以 不 售 收 敛 的 子 列 。 但 在 某 种 非常 重要 的 情况 下 ， 收 和 伍 
的 子 列 是 存在 的 。 
定理 4.6 任何 有 界 实 数列 必 合 有 收敛 的 子 列 。 


Cauchy 序列 (Gauchy sequence ) 


一 个 实数 列 “as nmE N> 称 为 Cauchy 序列 ， 是 指 对 

任何 e>0， 存 在 着 正 整数 wm， 俩 当 

mm>m 时 就 有 14 一 4n| 之 e 
成 立 。 换 各 话 培 ， 当 "充分 大 时 ， 数 列 的 项 就 可 以 互相 任意 
昔 近 ， 则 称 此 数列 为 全 Cauehy 序列 。 

例 8.1 设 人 ao EN> 号 ey 
序列 ， 即 它 的 每 项 € 写 三 4…， 一 4，0，1，…}。 则 此 床 列 必 
取 下 面 的 形式 

G1 Was es no bs bs By o> 
即 在 第 no 项 以 后 序列 的 各 项 由 为 常数 。 因 为 车 取 6 一 于 ， 则 


ao dm EZ 及 [nanl 扩 二 一 祈 on 一 on。 


例 8.2 我 们 来 证 明 每 个 收效 序列 都 是 一 个 Cauchy 序 
列 。 
设 qur>8， 又 设 5>>0， 则 有 充分 大 的 mnE 阿 存在 ， 使 得 
Am 一人 > au 一 可 < 这 同时 mm 一 > 1qn 一 引 < 寺 es 


一 J00 一 


由 此 得 ，R, %>B 一 字 jg 一 Go| 一 |gn 一 总 十 太一 an 


苹 lm 一 下 十 卫 一 an|< 本 e+ 计 e 一 ee 


因此 “as> 是 一 个 Cauchy 序列 。 


完备 性 (Completeness) 


一 个 实数 集 4 称 为 完备 的 (complete)， 是 指 由 4 中 的 点 
所 构成 的 任何 Cauchy 序列 <asE 4，nE N>》 都 收敛 于 4 中 
的 一 个 点 。 ， 

例 9.1 整数 集 工 一 < 人 …， 一 2， 一 1，0，1，2，…> 是 完 
备 的 ， 图 为 如 在 例 8.1 中 所 乔 到 的 ， 由 世 中 的 点 所 构成 的 
Cauchy 数列 必须 具备 以 下 形式 : 

ats gay 2s Gigs by By 1 
它 收 s 效 了 于 BEZ。 . . 

例 9.2 有 理 数 全 Q 是 不 完备 的 ,因为 我 们 可 以 选 一 个 
有 理 数列 如 《1， 1.4, 1,41, 1.414,…> 使 它 收效 于 非 有 理 数 
的 实数 M23( 即 V2 不 属于 Q)。- 

实数 集 民 的 一 个 根本 性 质 有 是 : 它 是 完备 的 ， 即 ， 
定理 4.7 (Cauchy) 每 个 Cauchy 实数 列 必 收 敏 于 一 个 实数 。 


连续 函数 (Continuous functions ) 


关于 连续 西数 的 通常 的 2 一 8 定义 可 叙述 如 下 
定义 ” 设 已 给 一 个 函数 天 民 >R。 若 它 在 点 z 有 以 下 的 性 
质 ， 对 于 任何 >>0， 有 38>0 存在 ， 使 得 
当 13 一 zj<3 时 就 有 [jz) 一 Kao)1<ey 
则 称 此 函数 在 点 % 连续 (continuous)。 若 了 在 每 一 点 都 
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连续 ， 则 称 了 为 一 个 连续 函数 (continuous function) 。 
注意 ，|% 一 06|<8 意思 是 zo 一 5<a<zo+3， 也 就 是 
%E 开 区 间 (%6 一 6, “6 二 6)。 类 似 地 | (2) 一 了 (zo)1<e 意思 
是 了 z)E 开 区 间 (f(2%。) 一 *， f(z6)+E)。 因 此 ， 命 丁 
“le—% | = | fo) — fv)) a” 
等 价 于 
人 6E (2 一 3 Hot 0) > F(z) E CLo) —e, FOL) +2)”, 
而 这 又 等 价 于 
“fi(wo—8, Tot dE AE) — es Fv0) + EY” 
故 连 续 性 定义 也 可 以 改 述 如 下 : 
定义 函数 天 尺 > 民 称 为 在 点 PE R 连续 ， 是 指 对 于 任何 
会 天 p) 的 开 集 Per, 有 会 p 的 开 集 0 存在， 使 得 
FtUs Vso, 
如 果 了 在 每 点 都 连续 ， 则 称 了 为 一 个 连续 函数 。 
下 面前 Venn 图 可 以 帮助 理解 这 个 定义 。 


连续 函数 概念 可 以 用 开 集 完整 地 描述 。 
定理 4.8 一 个 函数 连续 的 充 杰 条 件 是 任何 开 集 的 道 佘 也 是 
开 集 。 
注意 ， 定 理 4.8 同时 也 说 明 ， 一 个 函数 不 连续 的 充 要 条 
件 是 存在 着 一 个 开 集 ， 它 的 逆 象 不 是 开 集 。 
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例 10.1 设 冰 数 产 机 -> 要 由 于 式 定 叉 
2 一 寺 当 YA 
jliera 妆 o>3 
其 图 象 如 坠 司 所 示 。 开 集 (1， 
3) 的 送 象 是 (2, 3], 这 个 送 象 
不 是 开 集 ， 所 以 了 不 连续 。 
下 面 儿 述 连续 函数 的 一 个 
重要 性 质 ， 后 面 的 章节 将 引用 它 。 
定理 4.9 设 无 R-> 民 在 一 个 闭 区 同 [4, 5] 上 连续 ， 则 此 
函数 取得 灰 c) 与 所 5) 之 癌 的 一 : 切 值 。 
换 旬 话说 ,车 g 是 一 个 实数 ,满足 Fe)<gyo< 7D) 
或 有 0)<go< .Fa)， 则 有 mmE 农 存在， 使 得 sa<xo<t 县 
so) 一 go 。 
这 定理 称 为 Weierstrass 介 信 定理 。 
注意 一 个 函数 天 民 ~> 农 若 在 民 的 一 个 子 集 D 上 的 每 点 连 
续 ， 则 称 它 在 思 上 连续 。 


平面 的 拓扑 ( Topology of the plane ) 


平面 私 上 一 个 圆 内 部 所 有 的 点 所 构成 的 集 DD 称 为 一 个 
开 嚼 (open disc)。 例 如 以 2 一 《sl go> 为 中 心 ，3>0 为 半径 
的 开盘 就 是 ; 
了 一 {Ge， 9 (一 52 (y—0) a} 

={9€ER:, dl(p, 9) <8}, 


其 中 2(p, =V (6-6 Oy-0)Y 表示 9 一 《gj qz) 与 
4 一 《rt, y> 的 距离 。 


一 3D39 -一 


齐 益 在 R? 的 拓扑 中 廊 起 欧 作 用 与 开 区 间 在 直线 息 的 护 
， 四 中 所 起 的 作用 相似 。 

?=<bpa> 设 4 为 民 " 的 一 个 子 集 ， 则 当 

一 点 BE 4 能 属于 某 一 个 开间 De 

“而 这 开盘 又 含 在 4 中 时 ， 就 称 ? 为 
4 的 一 个 内 点 (tnteriotr point)， 

PED,CA, 
若 4 的 每 一 点 都 是 内 点 ， 则 称 4 
为 开 的 《 open ) 或 称 为 多 一 开 的 


(YW -open)。 

例 11.1 显然 ， 一 个 开盘 总 整个 平面 民 * 或 空 集 风 部 
是 民 * 的 开 子 集 。 现 在 或 们 来 证 明 : 两 个 开 意 的 诡 ， 例 如 
D,={9€ER': Ap, 9<3 与 已 一 19ER2， dtp,, 9) <6,} 
的 交 ， 也 是 开 集 ( 见 下 图 )。 


i 名 
设 po€ DN D,, WGCpi, 20)<3 R Ap,, po) < Os 
令 ?一 minf3i 一 &(2 po), bad pos po}>0, 
又 全 了 = 1ERe dp gq) <jr}, 
区 PE DCDiV Dy。 就 是 说 是 妨 由 De 的 一 个 内 点 。 
设 4 为 R* 的 一 个 子 集 , 又 设 PER'。 闭合? 的 任何 开 集 
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G 亦 必 会 4 的 一 个 异 于 呈 的 点 ， 划 ， 1 
开 集 GCR:，2EG 一 49N\{D 二 包 ， 
则 了 称 为 4 的 一 个 聂 点 (accumulation point}， 或 称 为 六 的 一 
个 极限 点 (limit point》。 
例 11.2 考察 民 ? 的 子 集 : 
4=fe gs 二 ,co> 中 
集 凡 的 图 象 如 附 图 所 示 。 若 从 右 向 左 考 察 曲 
线 ， 则 见 波动 越 来 越 快 。 即 曲线 与 “ 轴 的 交 
点 互相 超 来 直 意 近 。 点 DC 0 于 > 是 到 
的 一 个 极限 点 ， 轩 为 有 4 必 将 通过 含 的 任 
何 一 个 开盘 。 实 际 上 ，9 轴 上 由 一 1 到 1 之 
间 的 记 有 的 点 、 亦 即 下 面 的 集 BB， 
B={(%, ys 5 一 0 ~-1<y<1} 
二 全 和 、 
的 一 个 子 集 4 称 为 闭 的 《closed)， 天 的 信条 4 
是 Re 的 一 个 开 子 集 。 
设 已 给 RR? 的 一 个 点 列 《pi, pa …>， 若 民 * 有 一 点 9， 使 


含 Y 的 任何 开 集 都 含有 上 述 点 列 中 几乎 所 有 的 项 ， 则 称 此 点 
列 收 伍 于 (converges to) 点 qd。 


R? 中 的 收敛 性 可 以 用 民 中 的 收敛 性 来 撒 写 
命题 4.10 考察 R* 的 点 列 <p,=<a, 2 >， pa b> ,> 
及 点 9 一 《a,b>ER*， 周 - 
B24 当中 仅 当 os>4 同时 到 8。 
一 个 函数 fj RR? 称 为 在 一 点 pER* 连续 (con- 
tinuous)， 是 指 ， 对 于 含 72) 的 任何 开 集 了 re， 存在 着 一 个 
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含 2 的 开 集 Uo, 使 KDJ)CFro。 
下 商 罗 列 儿 个 关于 R* 的 定理 ， 它 和 以 前 叙述 过 的 关于 

RR 的 多 个 定理 是 类 似 的 。 

定理 4.1* R? 的 任意 多 个 开 集 之 并 也 是 开 集 。 

定理 4.2* R? 的 有 限 个 开 集 的 交 也 是 开 集 。 

定 通 4. 材 ”RR 的 于 集 4 是 闭 的 充 要 条 件 是 4 食 有 它 肯 己 的 
每 一 个 聚 点 。 

定理 4.8* 函数 天 R*>R* 连续 的 充 要 条 件 是 任何 开 集 的 
屠 象 也 是 开 集 。 


习题 解答 
开 集 ， 竖 点 


1. 求 以 下 各 实数 集 的 所 有 到 点 ， 

《i) N; (i) 《ec, 楚 ， 《说 ) Q"， 即 无 理 数 集 。 

解 ，(i) 正 整数 集 NN 没有 到 点 。 因 为 车 4 是 任 一 实数 ， 
可 找到 一 个 充分 小 的 8>0 使 开 区 间 (2 一 8, c 十 9) 不 含 对 中 
与 4 不 同 的 点 。 

《ii) [a, 8] 的 任何 一 点 都 是 (a, 8] 的 聚 点 ! 因为 每 个 
含 pE fa, 8] 的 开 区 间 都 含有 (9， 5] 中 与 不同 的 点 。 

《和 过) 恨 中 的 每 个 实数 2 都 是 Qi 的 极限 点 因为 每 个 舍 
ge 只 的 开 区 间 都 包含 Q* 的 点 ， 即 与 9 不 园 的 无 理 数 。 

2. 我 们 知道 4 者 示 集 4 的 导 集 ， 也 就 是 4 的 聚 点 集 。 
试 求 这 样 的 集 4， 

全 使 4 与 4 互 尺 (i) 4 是 4 的 真子 集 ，( 道 ) 4 
是 4 的 真子 集 ， (iv) 4 一 4 
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解 ， 例 如 ，G) 集 4 一生, 二， 于， 只 有 0 是 它 的 到 


点 。 因 此 录 一 {0}, 上 且 4 与 4' 互 斥 。 
(ii) 设 4=(%, 四 为 一 个 左 开 右 闭 区 隔 。 正 如 上 题 中 所 
看 到 的 4 二 Lg, 5 是 一 个 闭 区 同 ， 故 4C-4。 


Gi) 设 4 和 0, 二，…}。 则 0 是 4 的 只 一 极限 点 ， 


并 且 它 也 属于 4。 央 此 4 一 40) 并 且 4 一 4。 

(iv) 设 4= [o 到 为 闭 区 间 。 则 4 中 的 每 一 点 都 是 4 
的 极限 点 ， 并 且 4 也 只 有 这 些 极限 点 ， 因此 4 一 4 一 [c, 刀 。 

3。 求 证 定理 4.1*，R* 中 任意 多 个 开 集 的 并 是 开 集 。 

解 ， 设 .7 为 R* 的 一 个 开 集 组 令 =U{G:G€.w}， 
令 PE 卫 。 只 要 证 明 乡 是 吾 的 一 个 内 点 ， 即 有 一 个 开盘 De 存 
在 ， 使 pE Do 王妃 ， 则 定理 便 得 到 证 明 。 

因 pE 召 =U{9:GE .ot}, 故 有 Gs,E.% 使 PE 9,。 但 因 
G。 基 开 集 ， 故 有 含 2 的 开盘 Ds 使 PE DsCG,。 而 G。 是 
如 = U {GGE .oy} 的 一 个 子 集 , 故 Ds 也 是 五 的 一 个 子 集 。 
因此 吾 是 开 的 。 

4. 求证 民 中 每 个 开 集 G 都 是 一 些 开盘 的 并 。 

解 ， 因 Gf 是 开 集 ， 故 对 每 点 PE G， 有 开盘 D 存在 ， 
使 得 

bED,=G, 

所 以 有 G= U{D pEQ}, 

5。 求 证 定理 4.2*， 民 : 中 有 限 个 开 集 之 交 是 开 集 。 

解 ， 我们 将 证 民 * 中 两 个 开 集 之 交 是 开 集 ， 然 后 由 归 纳 
法 便 可 得 一 般 的 结论 。 
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设 台 与 及 均 为 妇 中 的 开 集 ， 又 设 PE 嫩 站 召 ， 故 36 人 
和 BE 且 , 则 有 开 益 D, 与 D, 存在 ， 使 
PEDCG 及 pED,EH, 
于 是 PED NDCGN EH, 
而 由 鲍 11. 1， 两 个 开盘 的 交 基 开 集 ， 故 有 开盘 刀 ， 便 
PEDCD NDCGNEA, 
这 说 明 p 是 恕 介 及 的 内 点 。 因 此 旨 站 及 是 开 集 。 
6. 求证 ， 设 PE9, G9 是 R: 的 一 个 开 子 集 ， 则 有 以 2 
为 中 心 的 开盘 D, 使 PE DCG。 
解 ， 按 内 点 的 定义 。 有 以 为 中 心 ， 以 3 为 半径 的 开 
盘 D, 一 {9€ Rs ap, 9)<6} 使 PE D,CG。 于 是 有 
G(p P) <5, 
令 "=8—p(p,, Pp)>0 


又 令 D-{aeRe， pCp, 中 > 二 "中 ， 风 如 图 所 示 ,PE Dc 
DCG， 其 中 妃 是 以 ?为 中 心 的 开盘 。 


7 了. 求证， 设 p 为 RR? 的 一 个 子 集 4 的 一 个 聚 点 ， 则 含 2 
的 任何 开 集 必 含 4 中 无 限 多 个 点 。 
解 : 设 纪 是 一 个 售 2 的 开 集 ， 它 只 含 4 中 的 有 限 个 异 于 
的 点 ,04，…,4m 则 由 前 一 习题 知 有 一 个 以 Pp 为 中 
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心 ， 以 了 为 半径 的 开盘 D, 含 在 好 内 ， 即 : 
9E DicG。 . 
取 ?>0， 而 小 于 5， 也 小 于 2 
到 mm，…， en 中 任何 一 点 的 中 
离 。 令 ， 
D=freRes acp.99<4) 

则 力 只 含 p 而 不 念 yy， an 
并 且 因 为 DCD,c-G， 所 以 力也 不 含 4 中 异 于 p 的 点 。 而 这 
和 是 4 的 诊 点 这 个 假设 是 互相 了 盾 的 。 因 此 ， 任 何 合 2 点 
的 开 集 都 必 合 4 的 无 限 多 个 点 。 

8. 考察 任何 一 个 开盘 DCR:， 其 中 心 为 p， 其 半径 为 
8。 求 证， 有 开盘 也 存在 ， 使 。 (i 其 中 心 坐 标 是 有 理 数 ， 
Gil 的 半径 是 有 理 数 ， (ii) pE DCDn。 

解 ， 设 p= (a, 8)， 则 有 有 理 数 5 与 4 使 得 


aoat $3 


与 Bb<d<bris, 
令 9=《e9)， 则 ap,9)<3 3 
现 选 一 个 有 理 数 r， 使 得 
1 2 
"< 


并 令 刀 为 以 8 为 中 心 ， 以 "为 半 肥 的 开盘 ， 则 因 4 点 的 借 标 
及 半径 " 均 为 有 理 数 ， 故 也 即 为 记 求 ， 如 图 所 示 。 
9. 求证 ， 民 * 中 的 任何 开 集 G 都 可 表示 为 可 数 个 开盘 的 
并 。 
一 209 一 


解 : 因 G 是 开 集 ， 故 对 每 点 DEG， 有 以 多 为 中 心 的 开 
盘 功 存在 ,使 pE DG， 但 由 上 一 习题 可 知 对 于 每 个 
这 样 的 开盘 Dp， 可 以 找到 另 一 个 开盘 到 具备 以 下 性 质 : 
人 五, 的 中 心 从 标 是 有 理 数 ，( 芋 ) 再 的 半径 长 是 有 理 数 ; 
(这 ) pE 可 CD 从 而 bE BCD,CG。 
因此 G=U{E: pEG}。 
但 中 心 砍 标 是 有 理 数 ， 半 径 长 又 是 有 理 数 的 开盘 的 全 体 是 可 
数 的 ， 于 是 命题 得 证 。 

10. 求证 ， Bolzano-Weierstrass 定理 ， 有 界 的 无 限 实 数 
集 至 少 有 一 个 聚 点 。 ， 

解 ， 因 为 4 有 界 ， 故 4 是 某 个 闭 区 间 五 =fei， 83 的 子 


集 。 在 二 (a,+5) 处 平分 工 ， 得 到 工 的 两 个 闭 子 区 间 


[ww 去 人 + 旨 ] 及 仆人 zi， 
因为 4 是 无 展 集 ， 所 以 它们 不 可 能 都 只 含 4 中 有 限 个 点 。 设 
五 = [as 8 是 (1) 中 售 4 中 无 限 个 点 的 一 个 于 区 间 。 
再 平分 1， 条 上 商 一 样 两 个 闭 区 间 
[ee 4 Cot] 及 [i ero, bl] 


当中 至 少 有 一 个 含 4 中 无 限 个 点 ， 记 这 样 的 一 个 区 间 为 I; 
继续 这 个 过 程 ， 我 们 得 到 岗 区 间 套 序列 
也 三 一 二 
使 得 每 个 区 间 1。 都 含 4 中 无 限 个 点 并 且 
limj 五 |=0 
其 中 | 表示 区 间 工 的 长 度 。 
由 实数 的 区 间 套 性 质 《 见 附录 4 ) ， 存 在 一 点 局 于 每 
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个 区 癌 环 。 现 在 我 们 来 证 明 2 是 4 的 聚 点 ， 从 而 也 就 使 定理 
得 到 证 明 。 
设 品 一 (we Bb) 是 含 2 的 一 个 开 区 间 。 因 为 EmlT。| 一 0， 
故 
aoERN s.t， 1h |<min(p—o, $—p) 
于 是 象 下 图 所 示 的 那样 , 区 间 Zu。 是 开 区 间 Sp 一 (6， 5) 的 一 


个 子 集 。 
让 丙 民 
了 个 点 ， 所 以 开 区 间 8 也 


含 4 中 无 限 个 点 。 这 就 说 明 每 个 含 ? 的 开 区 闻 必 会 4 中 界 主 
所 的 点 ， 邑 2 是 4 的 聚 点 。 


11。 求证， 集 好 是 开 的 充 要 条 件 是 它 的 余 集 产 是 闭 
集 *。 

解 ， 国 为 (7r)*= 了 ， 获 了 是 拓 的 余 集 。 于 是 由 定义 ， 
为 闲 的 充 要 条 件 是 书 为 开 。 

12, 求证 有 限 个 闭 案 之 并 是 闭 集 。 

解 ， 设 Pi， …，Bm 为 财 集 ， 令 了 = 本 凯 … 世 B， 则 由 
De Morgan 律 得 

Fr= (PU UP) =FiN NN Pe, 

因此 本 是 有 限 个 开 和 集 磺 的 交 ， 从 而 PP 是 开 的 。 于 是 它 的 
余 集 "= 玉 是 闲 的 。 


。 译注 ， 亲 题 原文 为 《求证 ， 玉 下 是 闭 的 充 要 条 件 是 它 的 余 桌 下 e 是 开 
集 "。 但 校本 书 的 叙述 《 兄 本 章 “ 平 面 的 拓扑 ?一 节 ) 这 个 命题 是 作为 定 
义 使 用 的 ， 帮 将 此 通 目 该 迹 成 和 这样 *。 “ 
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13. 求证 ， 任 意 多 个 财 集 之 交 是 闭 集 。 

解 ， 设 {Ze 为 出 集 组 。 令 了 = 门 F,。 则 由 De Morgart 
律 得 太一 (1FO 一 同村。 即 到 是 一 组 开 集 的 并 ， 因 此 它 是 
开 集 ， 从 而 Re 一 刀 是 闭 的 。 

14， 求证 定理 4.4*: 家 的 一 个 子 集 是 闭 集 的 充 要 条 件 
是 它 含有 它 所 有 的 聚 点 。 

解 ， 设 2 是 闭 集 天 的 一 个 紊 点， 则 任何 含 p 的 开 益 都 全 
万 的 异 于 Pp 的 点 。 故 任何 含 p 的 开盘 都 不 能 金 部 仿 在 了 的 余 
集 之 中 。 换 名 话说 ， 2 不 是 7° 的 内 点 。 但 因 刺 是 翔 的， 故 
也 * 是 开 集 ， 所 以 了 不 属于 了 "， 亦 即 PE F。 

另 一 方面 ， 设 集 4 含有 它 所 有 的 聚 点 ， 现 在 来 证 明 它 是 
交集 ， 亦 即 要 证 明 它 的 余 集 4 是 开 集 。 令 pE4e， 则 因 4 
含有 它 所 有 的 聚 点 ， 故 不 是 4 的 聚 点 。 于 是 至 少 有 一 个 仿 
多 点 的 开盘 力 , 存在， 使 它 不 含 4 的 点 ， 也 就 是 说 DsCA5。 
这 说 明光 是 4 的 一 个 内 点 。 由 于 每 一 点 pE4e 是 一 个 内 
点 ， 所 以 如 是 开 的 ， 从 而 4 是 阔 的 。 

15。 求证 ，R* 中 任何 一 集 4 的 导 集 4 都 是 闭 集 。 

解 ， 设 p 是 4 的 一 个 聚 点 。 根 据 定 理 4.4*， 如 果 能 证 
pEA’， 亦 妈 加 也 是 4 的 一 个 请 点 ， 则 定理 得 证 。 

设 人 H, 为 含 的 一 个 开 集 ， 因 ?是 47 的 聚 点 ， 故 Gy 必 
含有 异 于 2 的 点 9€4/。 但 G9, 是 开 集 ， 它 含 9E 4 故 必 会 4 
中 的 《无 限 多 个 ) 点 ， 于 是 

引 6E4d 使 得 4 夺 p，4 夺 9 而 4€ Gp。 
这 说 明 任 取 含 多 的 开 集 Go， 它 必 含有 4 中 异 于 Pp 的 点 ， 从 而 
得 PE€ 4 
16. 求证 ， 设 4 为 闲 的 有 界 实数 集 ， 并 设 sup(4) 一 gp， 
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好 pE4， 

解 ， 设 pg 人 4。 令 村 为 信也 的 一 个 开 集 ， 出 你 舍 一 个 开 
区 间 (3,0) 使 这 开 区 间 合 B， 即 ! 使 得 8<p<e。 现在 
sup(4)=p, 而 2 从 4， 故 

oeE4 使 得 P<a<p<e 
( 因为 ， 否 则 5 就 将 是 4 的 一 个 上 界 了 )， 就 是 说 4€ (5, c) 
CG。 这 说 明 含 2 的 任何 开 集 都 含有 4 中 异 于 名 的 点 ， 从 而 
是 4 的 聚 点 但 和 4 是 闲 的 ， 因 此 ， 册 定理 4.4* 得 PE 4。 

和 他. 求证 定理 4,5 (Heine-BorelD): 设 所 一 [cy 3 被 开 
区 间 组 乡 一 {(eo 5 7E 玫 所 复 盖 ， 则 多 必 会 有 复 盖 工 的 
有 限 子 组 。 

解 : 假 没 多 没有 可 以 复 盖 五 的 有 限 子 组 。 则 在 


去 Ca 二 本 ) 处 平分 三 ， 并 考察 下 列 两 个 图 区 阿 


[e, 到 Ce+o)] 及 [二 (ea), ]， (CD 
这 两 个 区 间 中 至 少 有 一 个 是 不 能 用 乡 的 有 限 子 组 来 复 著 的 ， 
香 则 整个 区 癌 工 就 能 用 多 的 有 限 子 组 来 复 束 了 。 设 开 = 
[es @] 是 (1) 中 不 能 用 多 前 有 限 子 组 来 复 萱 的 一 个 区 间 。 
现在 平分 I。 册 上 面 一 样 ， 砚 个 闭 区 间 
[二 cea ] 及 [二 +eyo] 
中 至 少 有 一 个 不 能 用 乡 的 有 限于 组 味 复 益 。 取 一 个 这 样 的 区 
间 并 称 它 为 Fa。 
继续 这 一 过 程 ， 便 得 到 一 个 闭 区 间 夺 序列 五 一 > 玫 … 
使 得 每 个 区 间 1, 不 能 用 多 的 有 有 限于 组 来 复 益 ， 并 且 limlzu| 
一 0， 其 中 1 表示 区 间 J; 的 长 度 。 
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由 实数 的 区 交大 性质 ( 见 附录 )， 存 在 着 一 点 2 它 属 二 
每 个 区 间 4。 特 别 地 ，pE2,。 因 为 儿 是 了 的 一 个 复 益 ， 故 
在 多 内 有 一 个 开 区 间 (qiw bi) 存在, 它 包含 p。 因此 
aio<p<B。 。 由 于 lim' Znl=0， 改 

mENS.t. | <minp~— 6s 有 一 2 
于 是 如 下 图 所 示 ， 区 间 Fe 是 多 中 某 个 区 间 (ci 9546) 的 一 
个 子 集 。 

但 这 与 Pi。 的 取 法 相 也 od 
盾 。 因此 中 米 关于 多 没有 可 ~“ 

以 复 盖 工 的 有 限 子 组 的 假设 是 错误 的 从 而 定理 成 立 。 
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18， 写 出 下 列 序 列 的 最 初 六 项 
mn 一 1 车 是 奇数 
a) S09={", 闫 站 人 玫 
1 著 R=1 
《iiy i(n)=4 2 _ ， 著 n=2 
i 一 1)+t(n 一 2) 车 n>2 
解 ，(i) 这 个 函 教 朋 两 个 公式 来 确定 。 
将 1 3,5 代 入 So 一 nz 一 1 得 51=0, Ss=2, Ss=4。 
然后 将 2, 4, 6 代入 SC 一 m 得 8 一 4 8 一 16， 8 一 36 
因此 得 {0, 4, 2, 16, 4, 836 、 
《ii) 在 这 里 函数 是 递归 定义 的 。 第 二 项 以 后 的 每 一 项 是 
由 它 前 面 二 项 相 加 而 得 的 。 于 是 ， 
t=1 如一 2 
四 一 丰 十 碳 一 2 十 1 一 3 不 一 丰 十 在 天 3 十 2 一 5 
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在 一 不 十 丰 一 5 十 3 一 和。 =i+t=8+5=13 
因此 得 {1，2，3，5，8，13，，…}。 

19， 已 给 序列 《06=( 一 "1(2n 一 1)》: 

1, —3, 5, —7, 9; —1l, 13， 一 15，…》 

问 ， 下 列 序列 是 否 《4。》 的 子 列 。 

(1) 《ph 一 (1 5， 一 3， —7, 9, 13, —1i, 一 15，…》。 

《这 ) 《eu? 一 (1，3，5，7，9，11，13，…>。 

(iii) 《Go 一 (一 3， 一 7， 一 1 一 15， 一 19， 一 23，…)> 

解 ，(i》 注意 在 《42,》 中 5 出 现在 一 3 之 前 , 但 在 《an 中 
一 8 出 现在 5 之 前 。 因 而 《pu? 不 是 《a 的 子 列 。 

(ii 在 《esy 中 3， 7， 11 诸 项 不 出 现 ; 因而 《coy 不 是 
《my》 的 子 列 。 

《iti》 《Br> 是 《ay 的 子 列 ， 因 为 《io 一 202 一 (2 4, 6 > 
是 正 束 数 序 列 使 得 和 < 和 < 各 <… 因 兹 

《qq Gos 入? 一 《一 3 —7, 一 1 
是 ta》 的 一 个 予 列 。 

20. 求 下 列 序 列 的 值 域 ， 

GD 《CD 二 了 

(i) C1, 0 —1, 0, 1 0, —1, 0, *…Y。 

(it) 《2, 4 6, 8, 10, Yo 

解 ， 序 列 的 值 域 就 是 象 点 构成 的 集 。 因 而 序列 的 值 域 就 
是 。 

© fd, ,te 0 {4,0, -1 

(ii) {2, 4, 6, 8, **}o 
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21. 求证 ， 若 序列 《ow》 的 什 域 是 有 腿 集 ， 则 此 序列 必 
合 收 但 的 子 列 。 

解 ， 车 《gs》 的 值 域 {4。} 是 有 限 集 ， 则 象 点 之 一 比方 说 
5 在 序列 里 出 瑰 无 限 次 。 因 此 《5, $3, 5， 5, …》 是 Low) 的 一 
个 子 列 并 且 它 是 收敛 的 。 

22. 求 证， 车 limas=b 词 时 Hima,=c， 则 8 一 co。 

解 ， 假 没 5 与 c 不 同 。 令 8 一 15 一 cj>0。 则 含 5 的 开 区 


间 B=(8 一 二 8，5+ 二 8) 与 含 c 的 开 区 间 co=(o- 二 3， 


e+ 18) 是 互 尿 的 。 因 《ay 收敛 于 5。 故 刀 必 会 序列 中 除去 
有 限 项 以 外 的 所 有 的 项 。 丙 此。 只 能 含有 此 序列 的 有 限 多 
项 。 但 这 与 《au》 收敛 于 。 发 生 乞 盾 。 所 以 ，5 与 6 是 相同 
的 。 

23， 永 还， 若 序列 《》 的 值 城 fo} 合 一 个 聚 点 如 则 
这 序列 ay 会 一 个 收 伍 于 二 的 子 列 《aw》。 

解 ， 因 为 5 是 xn》 的 聚 点 ， 下 列 的 竺 个 开 区 间 

Si=(8—1, b+1), 6.—(8— 二 ,b+ 二 )， 


,= (5 一， 5+4), 本 


都 含 集 {a,} 的 无 限 多 个 元 素 , 因 往 含 序 列 《ny 的 无 限 多 项 。 
现在 选择 一 个 序列 {em} 如 下 ， 
在 妨 , 内 取 一 点 gus 在 局 内 取 一 点 so， 使 得 评 > 和 ay 也 
就 是 说 使 得 在 序列 Can) 中 4 出现 在 4, 之 后 
在 8 元 取 一 点 ol， 使 得 和 >aas 
用 同样 方法 继续 取 下 去 。 
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注意 ， 我 们 总 是 能 够 取得 序列 《swy》 内 的 下 一 项 的 ， 央 
为 原始 的 序列 在 每 个 区 间 5, 内 都 有 无 限 多 项 。 

现在 来 证 明 《ms,》 汪 足 定理 的 条 件 。 以 上 我 们 雇 取 序 列 
《gs》 中 的 各 项 满足 和 <i< 包 <…， 因此 《64,X 是 《0.7 的 一 
个 子 列 。 需 要 证 明 的 是 imau 一 2p。 设 人 是 含 8 的 一 个 开 集 ， 
则 4 包含 一 个 含 5 的 开 区 间 (&, 0.), 而 且 <5<ds。 设 
6 一 min(5 一 0 @—6)>0; 则 


9mENs.t. -1.<8, 
no 


故 SoC(e oa)CG。 痢 这 说 明 
n>m 导致 auE8SocSu 一 (da )CG。 
因此 G 含 数列 wy 的 几乎 所 有 的 项 ， 就 是 说 lim ai 一? 
24， 求 证 定理 4.6: 每 个 有 界 的 实数 列 必 合 收敛 的 子 
列 。 
解 ， 考察 序 列 《e。? 的 值 域 {aw}。 若 {2,} 是 有 限 集 ， 则 
南 习 题 21 知 《4 必 会 收敛 的 子 列 。 反 之， 著 {&n} 是 无 限 
集 ， 由 Bolzano-Weierstrass 定理 ， 有 界 的 无 限 集 {an} 必 有 
一 个 聚 点 。 由 此 根据 上 题 可 知 ， 这 时 序列 也 含 收敛 的 子 列 。 
25， 求 证 ， 每 个 Cauchy 实数 列 <as> 必 有 界 。 
解 ， 令 5 二 1， 则 由 Cauchy 序列 的 定义 ， 

到 mEN 使 得 n,m% 之 m0 一 >>| 一 Win| <<[。 
特别 地 ， 当 mm 时 一 >|au -al<l 或 mu 一 1<an< 
Gost lo 
设 A=max (gy Ga ~ Taos no +h) 

B=min (Gy Ga +, nos Gn, 1) 
则 “和 月 分 别 是 序列 《oa> 的 信 域 {ow} 的 上 界 和 下界。 从 
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而 《my> 是 一 个 有 界 序 列 。 

26. 求证 ， 设 《av> 为 Cauchy 序列 ,车 <as> 有 子 列 
《au 收 伍 于 5， 则 《an》 本 身 也 收 合子 5。 

解 ， 设 s>0， 我 们 要 找 一 个 正 整数 nm 使 得 

n>m=> |on—b|<<s 
因为 《an》 是 一 个 Cauchy 序列 ， 故 
于 mE 使得 由 ma>m 一 > os 一 aol<< 6 
还 有 ， 因 为 子 列 “wu> 政 敏 于 8， 故 
习 如 EN 使 得 1 一 81<< 半 5。 

注意 ， 可 以 取 各 使 得 徊 >>m， 从 而 

| 

jo + eb1< 二 s+ 二 b=， 
因此 <a》 收敛 于 3。 

上 面 我 们 要 求 za>>m 是 为 了 得 到，n>m 一 > ja 一 omj 
< 了 

27. 求证 定理 4.7 (Cauchy): 每 仿 Cauchy 实数 列 必 收 
敛 于 一 个 实数 。 : 

解 ， 册 习题 25，Cauchy 序列 “en> 有 兽 。 因 此 ， 由 定理 
4.6， 有 界 序列 《av> 含 一 个 收 敏 子 列 《ai,>。 但 是 ， 由 上 题 ， 
Cauchy 序列 《mm> 嘴 它 的 子 列 《sw%> 收敛 于 同一 极 展 。 换 名 
话说 ，Cauchy 序列 收敛 于 一 个 实数 。 


28， 问 ， 下 列 民 的 子 集 是 否 完 备 : 
(i) 正 整 数 集 KB 《ii 无 理 数 集 Q?。 
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解 ，(i) 设 <an> 是 一 个 正 整 数 的 Cauchy 序列 , 车 


leoml<e 一 地 一 六 gs 一 Cno 
所 以 ，Cauchy 序列 《an》 具有 形式 《cb ca …， Gn 8 
3，…>， 它 收敛 于 正 整 数 8。 因 此 是 完备 的 。 
《ii) 注意 下 列 每 个 开 区 各 


co 
都 含 无 理 点 。 因 孙 存在 一 个 无 理 数 列 <as》 使 得 me 开 区 问 
( -二 ， 工 ) 序列 <an> 是 Qe 内 点 的 Cauchy 序列 ， 状 且 它 
收 优 于 有 理 赦 0。 岗 此 Q* 居 不 完备 的 。 


连续 


29. 求证 ， 车 函数 大 R-> 只 取 常 值 ， 例 如 头 轨 一 < 对 
于 每 个 zER 成 立 ， 则 了 是 连续 函数 。 

解 方法 1 了 连续 的 完 要 条 件 是 任何 开 集 Gf 的 逆 象 
广 : 工 G] 也 是 开 集 。 

因为 ft) 一 a 对 于 每 个 2E 民 成 立 ， 所 以 

Le _1 多 车 a 
"GI={ R 着 sEG@ 

对 于 任何 开 集 G 成立。 因为 民 和 多 都 是 开 集 ， 记 以 在 每 种 
情况 下 ， 太 工 G] 都 是 开 集 。 

方法 2 ”利用 连续 性 的 -8 定义 证 明了 在 任意 点 mw 是 
连续 的 。 - 
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设 8 汪 0， 则 对 于 任何 55>0， 例 如 5 二 11， 得 
loz)<1=> |f(7) — fs)! =ls -el=0<e, 

闪 此 了 连续 。 

30， 求 证 ， 恒 等 函 数 无 民 -> 迟 ( 即 由 f(z) 一 2 所 定义 
的 函数 ) 是 连续 函数 。 

解 ， 方法 1 设 G 为 任 一 开 集 ， 则 f-![GI==G 也 是 开 
集 。 从 而 了 是 连续 函数 。 - 

方法 2 利用 连续 性 的 s-8 定义 来 证 明 上 在 任意 点 
wo 连续 。 

设 8>0， 则 取 s=8 时 ， 得 

lz 一 加 |<8 一 > (2) — fr) |=12-%0 <6=8, 

从 而 ， 了 连续 。 

31， 求证 ， 设 函 狼 卢 R-> 民 与 9，R->R 均 为 连续 ， 
则 它们 的 复合 g。 P， 民 -> 民 也 是 连续 的 。 

解 ， 需要 证 明 任 何 开 集 G 的 逆 象 (gj)-:[G] 也 是 开 
集 。 因 9 连续 ， 故 如 的 北 象 9-![G] 是 开 集 。 但 因 了 志波 ， 
故 9 1[G 的 道 象 f"![g~![G1] 也 是 开 集 。 

我 们 知道 (go 放 *1= 了 og 
因此 (ge EGI= Cg YG = 
是 一 个 开 集 。 因 此 复合 函数 gf。R~> 民 是 连续 的 。 

32. 求证 ， 设 天 R~>R 连续 ， 同 时 对 于 每 个 有 理 数 
9EQ 用 9) 二 0， 则 对 于 任何 实数 %ER 都 有 f(2) 二 0。 

解 ， 假 设 素 p) 对 于 某 个 实数 pE 民 不 等 于 零 ， 即 假设 

apER 使 得 f(p)=7Y, 17|>0。 


则 了 到 一 二 171。 因 上 连续 ， 故 
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引 9>0 使 得 Is…pl<3 一 > 172 一 不 D)1<s= >17] 


而 在 每 个 开 区 间 内 都 有 有 理 点 ， 特 别 地 ， 
agEQ 使 得 9E {z: lz 下 |< 引 。 
由 此 可 得 17 一 Ag)1 一 17(p)1=17i<e= 二 1?1， 
但 这 是 不 可 能 的 。 因 此 对 于 每 个 ER， 有 
| Ks)=0。 

33， 求 证 定型 4.8， 本 数 了 ，RR*> 良 ! 连续 的 这 村 条 件 是 
开 集 的 也 象 是 开 集 。 

解 ， 设 f，R*>R: 为 连续 ， 又 设 了 是 R: 的 一 个 开 于 
集 。 我 们 要 证 六 江门 也 是 一 个 开 集 。 设 pE 了 -7]， 风 
了 (Pp) EF。 由 迪 续 性 定义 ， 存 在 一 个 售 9 的 开 集 ,使 得 
FDCPF。 因 而 (如 下 图 所 未) 


SSST 


USF FU LV, 
我 们 已 证 得 ， 对 于 点 p€ 7 了"![P-， 存 在 一 个 开 集 Us 使 得 
PEUsCSF CV], 

从 而 ， FVI= UtU, PE TADY}, 
因此 六 汇丰 是 开 集 的 并 ， 所 以 它 本 身 是 开 集 。 

另 一 方面 ， 很 定 每 个 开 集 的 逆 象 是 开 集 。 我 们 要 证 了 在 
任意 点 PE 只 是 连续 的 。 设 了 是 含 jp) 的 开 乐 ， 邯 (Pp) 
EP。 网 广 下 下 是 满足 性 质 拓 六 二 FJSF 的 食 2 的 开 
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集 。 因 此 了 在 9 点 连续 。 
34。 给 出 这 样 的 例子 : 两 个 函数 人 R=>R 与 9: R>R 
在 民 的 每 一 点 都 不 连续 ， 但 f+9 在 RR 的 每 一 点 都 连续 。 
解 ， 考察 定义 为 
Fr) 一 1 ?将 ? 是 有 天 Gs) [1 着“ 是 有 到 
:1 其 4 是 无 理 数 ， 0 车 “是 无 理 数 
的 两 个 函数 与 9。 则 函数 了 与 9 在 民 的 每 点 都 不 连续 ， 但 
是 它们 的 和 +9 是 一 个 常 值 曾 数 ，(J+9) (2) 一 1， 因 此 是 
一 个 连续 函数 。 
35. 求证 设 画 数 产 R~ 民 在 点 DER 连续， 则 
(1) 车 fz) 是 正 的 ， 即 车 fC(%)>>0， 则 有 合 ? 的 开 区 
闻 &8 存 在， 使 了 在 8 的 每 点 取 正 值 。 
(ii 车 fp) 是 负 的 ， 即 若 Cp)<<0， 则 有 舍 ? 的 开 区 
间 & 存 在 ， 使 7 了 在 8 的 每 点 取 负 值 。 
解 ， 我 们 只 证 U1)。 因 (站) 的 证 阴 与 (i) 类 似 故 略 去 。 
假设 灰 ) 一 8>>0。 因 为 了 在 2 点 连续 ， 故 
可 3>0 使 得 15 一 ?1<3 一 | f(s) 一 /Pp)| < 
或 等 价 地 说 ， 有 : 
ZE(D 一 3 0 二) 一 > fx) € (fp) — 8, fn) +e) 
=(0; 28)。 
于 是 对 于 开 区 间 (p 一 3, p+8) 内 的 每 点 %, 了 (%) 取 正 值 。 
36, 求证 : 设 疡 R->R 在 闭 区 间 [4, 8] 的 每 点 连续 ， 
又 设 九 z)<0<< 灰 )。 则 有 一 点 BE[e, 再 存在 ， 使 fp) 二 
0。( 换 名 话说， 定义 在 闭 区 间 上 的 连续 函数 ， 如 果 它 的 图 象 
包括 位 于 & 轴 下 方 与 上 方 两 部 分 ， 则 这 图 象 一 定 与 2 连 至 少 
有 一 个 交点 ， 如 图 所 示 。 ) 
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解 ， 设 4 是 [es 妇 内 使 了 下 得 负 值 那些 点 构成 的 集 ， 即 
A=1{%: ELa, 6], f(t)<0}, 

则 4 不 空 《 例 如 4E4)。 

设 p=sup(4) 是 4 的 最 小 上 界 。 因 
4aE 4， 故 es<p; 又 因 2 是 4 的 一 个 
上 界 ， 故 p<5。 因 此 PELa, 8]。 

要 证 用 P) 二 0。 

车 所?)<0, 则 由 上 三， 有 一 个 开 区 闻 (p 一 6, 2 二 3) 使 
了 在 其 中 取 负 值 ， 即 

《2 一 5 p+H)CA, 
因此 罗 不 可 能 是 4 的 上 界 。 

另 一 方面 ， 著 碎 ?)>>0， 则 存在 一 个 区 间 《p 一 8, p+6) 
使 了 在 其 中 取 正 信 ， 因 此 

(p—8, p+ 8)N 4=, 
这 说 明 ? 不 可 能 是 4 的 最 小 上 界 。 于 是 玉 p) 只 能 是 0， 即 
fp)=0。 

注意 ,在 所 5)<<0<f(a) 情况 下 定理 也 成 立 ， 证 明 是 
类 似 的 。 

37. 求证 定理 4.9(Weierstrass)， 设 六 R ~R 在 闭 区 闻 
[L451 连续 ， 则 了 取得 Ja) 与 (5) 之 闻 的 任何 值 。 

解 ， 假 没 .Ka)< .KB8)， 又 设 名 是 一 个 实数 ， 使 Ke)< 
go 了 (2)。 我 们 要 证 有 一 点 p， 使 九 p) 一 % 。 为 此 ， 考 察 函 
数 g(%) 一 了 (2) 一 yo， 它 也 是 连续 的 。 并 且 g(a)<0<<g(5)。 

由 上 题 ， 存 在 着 一 点 g 使 得 9 中 一 ./2) 一 加 一 0， 因 
而 灰 p? 一 go。 

在 玉 5)<<f(a) 的 情况 下 证 明 是 类 似 的 。 


-一 
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补充 习题 
开 集 ， 闭 集 ,检点 


38. 求证 ， 若 4 是 R 的 一 个 有 了 痕 子 集 ， 则 4 的 导 集 4 
是 一 个 空 集 ， 即 4 一 纪 。 

39， 求证， 民 的 每 一 有 限 子 集 是 闭 的 。 

40， 求证 ， 车 4cCB， 则 4'CB'。 

41, 求 证，R: 的 子 集 了 3 是 闭 的 ， 当 且 仅 当 4(P, B) 二 0 
导致 PE 妃 其 中 0P, B)=inf{ad(P, 9):y€ B}。 

42。 求 证， 对 任 一 集 4,4U Lr 是 闭 的 。 

43。 求证，4U4/ 是 包含 4 的 最 小 闭 集 ， 即 若 刀 是 闭 的 
且 4CFCAUA4’, 则 了 =4U4'。 

44. 求证 ， 任 一 集 4 的 内 点 的 集合 ， 记 作 int(4)， 是 
一 个 开 集 。 
45. 求证 ，4 的 内 点 集 是 包含 在 4 中 的 最 大 开 集 ， 即 车 
G 是 开 的 且 int(4)CGcC4， 则 int(4)==G。 

46. 求证 ， 民 的 既 开 又 闭 的 子 集 只 有 名 与 民 。 
序列 

4 求证， 若 序列 “ao> 收 全 于 5ER， 则 序列 《ja 一 81> 
收敛 子 堆 。 

48。 求证， 车 序列 《an》 收 伍 于 0， 而 序列 《5,> 有 办， 
但 序列 《nps> 也 收敛 于 0。 

"49。 求证 ， 车 ar->a 与 和 -5 则 序列 《en 二 Bi》 收 伍 于 
区 十 五。 

50。 求 证 ， 著 co->g 与 6.xb， 则 序列 《anb》 收 第 于 aB。 

一 区 一 
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51。 求 证 ， 若 wa 与 8,>5， 其 中 加 夺 0 与 5 所 0,， 则 
序列 《各 > 收敛 于 夺 。 

52。 求证， 着 序列 《aw》 收 俩 于 5， 则 《aw> 的 每 一 子 序 
列 《<ai> 也 收 全 于 5。 

53。 求证， 若 序列 “en> 收敛 于 5， 出 或 者 序列 “av> 的 
值 域 fo 是 有 限 集 或 者 3 是 什 城 fo 的 到 点 。 

54。 求 证 。 若 不 同 元 素 的 序列 《cv 是 有 办 的 而 县 《as> 
的 什 域 {ao} 恰好 有 一 个 极限 点 3， 则 序列 《es》 收 售 于 5。 
(省 序列 人 1 二，2, 二，8，1 ,4 > 说明 定理 中 的 有 
界 性 条 件 不 能 去 挟 ) 。 


连续 性 


55。 求证， 函数 Af，R~>R 在 点 2ER 是 连续 的 ， 当 且 
仅 当 对 每 一 收 敏 于 4 的 序列 Xaa>, 序列 《f(an)》 收 化 于 
fl@), 

56。 求证， 设 f，R~>R 在 pER 连续 ， 则 存在 一 个 包 
会 全 ?的 开 区 8 使 了 在 开 区 间 B 上 是 有 界 的 。 

。 试 给 出 函数 f，R 一 RR 的 一 个 例子 ， 使 在 开 区 间 

oo 1) 内 每 一 点 为 连续 ， 但 在 开 区 间 s 上 不 是 有 界 的 。 

58. 求证 ， 设 f，R->R 在 闭 区 间 4 一 [c, 5] 的 每 一 点 
是 连续 的 ， 则 /在 4 上 是 有 界 的 。《 注 ， 和 根据 前 面 的 习题 ， 
如 4 不 团 ， 这 个 定理 不 正确 。 》 

59. 求证 设 f， RR>R 与 9: R~ 民 是 连续 的 ， 则 和 
《f+9): RR 是 连续 的 , 其 中 f+9 由 《Hg)(2) 二 72) 十 
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9(z) 所 定义 。 
60. 求证 ， 设 7， 民 习 民 是 连续 的 ， 又 设 2 是 任 一 实 
数 ， 则 函数 (站 凡 ，R~> 民 是 连续 的 ， 其 中 由 (hf)(5) 二 
(F(z)) 所 定义 。 
61. 求证 , 设 六 R->R 与 9 R->R 是 连续 的 ， 则 
ER: F(z) 一 g(X)) 是 一 个 闭 集 。 
62， 求 证， 投影 7. R*->R 是 连续 的 ， 其 中 mo 由 7 
《<4， D7) 一 5 所 定义 。 
63. 考虑 由 于 式 所 定义 的 函数 f: R~ 尺 与 9: R >R 
sin (1/2) 车 YA0 wsin(1/x) 若 2s0 
Am- 车 o 0 sno={ 0 
求证 9 在 0 点 是 连续 的 ， 但 了 在 0 点 不 连续 。 
64， 已 知 每 一 个 有 理 数 9EQ 都 可 以 唯一 地 写成 形式 


9g 一 其 中 4€Z, EN, 4 与 5 互 质 。 考 虑 定义 如 下 的 函数 


f: R=>R 
fm- 人 车 % 是 无 理 数 
1/8 若 % 是 有 理 数 旦 如 上 记述 < 二 a/5 
求证 ， 了 在 每 一 无 理 点 处 连续 ， 但 在 每 一 有 理 点 处 不 深 
续 。 


补充 习题 答案 . 
57. 考虑 函数 
一 vw 若 w<0 
yor[ im 车 oz0 


函数 了 在 R 中 除 0 点 外 的 每 点 处 连续 ， 如 了 在 附 图 中 所 示 
— 186— 


的 。 因 而 ， 了 在 开 区 间 (0, 1) 中 每 一 点 为 连续 ， 但 在 (0,1) 


不 是 有 界 的 。 
Ne 


58。 提示， 用 习题 56 中 所 述 的 结果 和 Heine-Borel 定 
理 。 
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第 五 章 ”拓扑 空间 ， 诸 定义 


拓扑 空间 < Topological spaces) 


设 三 为 一 非 空 集 ; 了 为 屋 的 一 个 子 集 组 ， 车 集 组 ? 满 
足下 列 三 条 公理 ， 则 称 它 为 X 上 的 一 个 拓 笠 (a topology on 
X)。 

[Oi]: 与 作 属 于 全 。 

[0s]: 7 中 任何 多 个 集 的 并 属于 7。 

[0O,J， = 中 任意 两 个 集 的 交 属 于 5。 

这 时 ，z 中 的 元 素 称 为 +- 开 集 (r-open sets) 或 简称 开 集 
《open sets)。 革 连同 T， 由 (X, z)， 称 为 一 个 拓扑 空间 
《topological space)。 


例 1.1 设 包 表示 第 四 章 计 论 过 的 所 有 开 的 实数 集 构 
成 的 组 ， 则 名 是 民 上 的 一 个 拓扑 ， 它 称 为 尺 上 的 通常 拓扑 
《Usual topology)。 类 似 地 ， 民 :平面 上 也 有 开 集 袍 成 的 集 组 
狐 是 民 上 的 一 个 拓扑 ， 也 称 为 R* 上 的 通常 拓 捍 。 对 于 民 
与 民 *， 除 非 有 特别 的 说 明 ， 我 们 总 是 用 它们 的 通常 拓 半 。 
例 1.2 考察 站 一 12，5， cy 中 时 的 下 列 于 集 组 
n={X, , {0}, {0, d}, {8, cy dG}, {0, ¢, a, 2 
n={X, OC, {0}, fc, d}, {a, ¢, G}, {8, €, 直上 
T={X, OG, {0}, {c, 四 {a, c, GQ}, {4, b, d, e}} 
则 5 是 苹 上 的 一 个 本 卦 ， 因 为 它 满足 必需 的 三 条 公理 [O,]， 
[Oz], [O]。Ta 不 是 中 上 的 拓 半 ， 因 为 只 中 油 个 元 素 
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{9 0, 中 与 好, 6， 中 的 并 {2,5,c, 起 不 属于 Ta 即 至 不 
满足 公理 [OJ]。Ts 也 不 是 下 上 的 拓扑 ， 因 为 rs 中 两 个 元 于 
{2 cy 四 与 {4,8, 四 6} 的 交 {gy 9j 不 属于 Ts， 妓 Ts 不 满足 
公理 [Os]。 

例 1.3 设 钨 表示 马 前 一 切 子 集 所 组 成 的 集 组 ， 则 多 
满足 中 上 的 拓 磋 的 三 条 公理 ， 所 以 急 是 下 上 的 一 个 拓扑 。 
这 个 拓 打 称 为 离散 拓扑 (discrete topotogy); (县 , 多 ) 称 为 元 
散 乔 扑 空 间 (discrete topological space) 或 简称 为 窗 散 空间 
《discrete space)。 

例 1.4 从 分 理 [O 看 出 ， 互 上 的 拓扑 必 会 集 忆 及 何 。 
及 的 子 集 组 J 一 {XX, 她 }， 只 由 站 与 她 所 构成 ,也 是 及 上 的 
一 个 拓 护 。 这 个 拓 卦 称 为 不 可 分 拓 种 (indiscrete topology)s 
《中 ，. 多 ) 称 为 不 可 分 拓扑 空间 (indiscrete topological space) 或 
前 称 为 不 可 分 空间 (indiscrete space)。 

例 1.5 设 5 为 及 的 子 集 组 , 它 由 每 个 有 限 集 的 余 集 
及 富 集 作 世 构 或 。 则 TT 也 是 于 上 的 一 个 拓 提 ， 称 为 卫 上 
的 有 限 余 拓 扑 (eofinite topology) 或 称 且 上 的 TT:- 扼 扑 ， 
《和 -topology) 《人 的 意义 将 在 第 十 阐 中 说 明 )。 

例 1.6 半 上 的 任意 两 个 拓扑 与 5 的 交 志 To 也 是 
区 上 的 一 个 拓扑 。 国 为 由 [CD]，? 与 委 都 含有 并 与 僻 ， 夏 
Tb 三 也 含 及 与 食 ; 即 志 站 7 满足 [O14]。 又 荐 GG, HETNT， 
则 人 G, 昌 ET 与 GB 日 CT， 于 是 由 及 部 是 拓 相 而 知 ， 
GNHERW 从 GG 晶 ET。6， 从 而 

GNHET NT 
外 世 们 5s 满足 [O.]。 类 似 地 可 证 zi 人] 满足 [OsJ。 


最 后 例题 中 的 命题 可 推广 到 任何 拓扑 化 上 去 ， 即 ， 


定理 5.1 设 {r: 5E 了 是 集 互 上 的 任何 一 焦 拓 扑 ， 山 交 
(0 也 是 习 上 的 一 个 拓扑 。 
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， 棒 为 最 后 一 合 ， 我 们 工 出 ， 措 扑 之 并 不 必 是 拓 和 孙 。 
例 1.7 邻 及 ={a,5,c}，,， 财 
好) 及 T={3, OG, fo}} 
都 是 及 上 的 拓扑 ， 但 
Um{X, BG {0}, {5}} 
却 不 是 下 上 的 拓扑。 因为 它 不 满足 公理 [0s]。 这 自 {8} ET 
Ur {0}Et Ur 但 {4} U1D}=={6, 了 5} TUT, 可 以 看 出 。 
当 开 集 @ 合 点 2EX 时 ， 称 他 为 了 的 一 个 开 邻 城 (open 
neighbouthood)， 责 GN{2} 则 称 为 2 的 一 个 空 必 开 邻 城 
(deleted open heighbotrhood) 。 
注意 ”公理 [0],，[O:] 及 [Os] 等 价 于 下 列 两 条 公理 ， 
[OJ “中 任意 多 个 集 的 并 属于 7。 
IO3J “中 任意 有 限 个 集 的 交 属 于 7。 
因为 UHG GE 区) 一 他 
即 集 的 空 并 是 空 集 。 从 而 由 [O 宁 可 推出 刀 属 于 fr。 另外 ,又 
因为 
N{G, GE DB}=X 
邑 达 的 子 集 的 空 交 是 卫 本 身 。 从 而 下 [CS] 可 推出 半 属 于 1。 


售 点 (Accumulation points 》 


设 及 是 拓 扩 空间 ，4 是 环 的 一 个 子 集 ， 风 一 虑 EE 防 称 
为 4 的 一 个 察 点 (aceumulation point) 或 极限 点 (limit point》 
《也 称 丛 点 (ciuster point) 或 导出 点 (derived point))， 是 指 ; 
和 尾 何 食 的 开 集 G 必 会 4 的 一 个 异 子 的 点 ， 亦 即 ， 
GF, PEG—> GND) (AF 
4 的 聚 点 集 ， 记 为 4， 称 作 4 的 导 集 (derived set)。、 
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例 2.1 设 卫 ={4, 5, 5 Gej， 则 全 姐 
=1{X, 3, {0}, {0, 0}, {a, ¢, a}, 4b, 6, a, e}} 
定义 了 时 上 的 一 个 本 盾 。 现 考察 关 的 子 集 4 一 和 8, 5, c}， 则 
点 ， 因 含 五 的 开 集 有 1 cy 6,e} 与 祁 ， 而 这 
些 开 集 都 含有 及 中 异 手 五 的 元 素 即 c。 反 之 ，G 不 是 二 的 张 
点 ， 例 如 开业 {48} 含 wy， 而 不 含 及 中 异 于 区 的 元 素 。 类 似 地 
可 知 0,，6 是 有 的 聚 点 ， 而 6 则 不 是 。 放 及 的 导 集 
A‘={8, 4, e}。 

例 2.2 设 站 为 不 可 分 拓扑 空间 ， 即 具 开 入 只 有 又 与 
多 ， 则 及 是 能 含 任何 -- 点 2E 站 的 唯一 开 集 ， 因 此 除了 空 业 
纪 及 单元 素 业 {p} 外 ， 戈 的 任何 其 他 子 业 都 以 旬 为 发 点 ， 政 
得 


名 若 4=2 
出 一 | tp}' 一 及 ND} 若 4={p} 
X 若 及 例 两 个 以 上 的 点 。 


注意 ， 对 于 尽 与 R: 上 的 通常 拓扑 来 说 ， 上 面 的 聚 点 定 
义 和 第 四 章 所 给 的 相同 。 


闭 集 (closed sets) 


设 卫 是 拓扑 空间 ， 和 4 是 总 的 一 个 子 集 ， 册 4 称 为 一 个 
闭 集 (elosed seb) 是 指 它 的 余 集 4° 是 一 个 开 集 。 
例 3.1 证 天 ={a, 5 cg e， 则 
T 一 { 京 他，{gj，{o 四 fa cs 0}, {6, 6, d, e}} 
定义 了 北上 的 一 个 拓 提 ， 此 拓 才 室 间 的 闭 集 为 
ZB, 1, {5, c, a, e}, {a, b, e}, {0, e}, {4g}。 
它们 是 卫 中 开 集 的 余 集 。: 莱 有 些 于 集 园 是 开 集 ， 又 是 
闲 业 ， 如 {5， 6， 9} 就 是 。 另 有 一 些 子 集 ， 它 虐 菲 开 集 ， 又 
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非 阅 集 ， 如 {2，, B} 就 是 。 
例 3.2 设置 为 离散 拓 守 空间 ， 即 蛋 的 每 个 子 集 部 是 开 
集 。 但 这 样 一 来， 及 的 每 个 子 集 也 是 闭 的。 这 说 明 在 这 个 拓 
半空 间 里 ， 肝 的 每 个 子 集 说 是 闭 的 ， 又 是 开 的 。 
我 们 知道 ， 对 空间 闷 的 任何 子 集 4, 有 4 一 4 由 此 得 ; 
命题 5.2 在 拓 站 空间 有 卫 中 ， 有 的 子 集 4 为 开 集 的 充 要 条 件 
是 在 是 闲 集 。 
由 拓扑 空间 的 公理 [OiJ, [0;], [Os] 及 De Morgan 律 郧 
得 : 
定理 5.3 设 马 为 拓扑 空间 ， 则 马 的 闵 集 组 具备 以 下 性 质 ， 
(i ) 于 与 多 是 闲 集 ， 
(二 ) 任何 多 个 闭 集 之 交 是 闭 集 ; 
《过 任意 两 个 闭 集 之 并 是 闭 集 。 
闭 集 也 可 以 用 它 的 聚 点 来 刻 蓝 如 下 ， 
定理 5.4 拓扑 空间 马 的 子 集 4 是 闭 集 的 充 要 条 件 为 4 食 有 
它 前 一 切 聚 点 。 
换 句 话 说 ，4 是 闭 集 的 充 要 条 件 是 4 的 导 集 4 成 为 4 
的 子 集 ， 即 :4C4。 


集 的 闭 包 (closure of a set) 


设 4 为 拓 填 空间 蕊 的 一 个 子 集 ， 则 4 的 闭 包 (closure) 
是 沸 4 的 一 切 半 的 母 集 的 交 ， 并 把 它 记 为 


工 或 4 
换 句 话说 ， 若 {8,: iE DD 习 生 于 中 厅 有 请 4 的 亲信 所 成 的 
组 ， 则 
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4=mz。 
首先 注意 ，4 作为 一 些 闭 集 的 交 , 它 是 闭 集 ， 其 次 4 是 
4 的 最 小 的 闭 母 集 。 就 是 说 ， 若 三 是 含 4 的 闭 集 ， 则 
AcACF, 
由 此 可 知 ，4 为 闭 集 的 充 要 条 件 是 
A= 有 4。 
综合 起 来 ， 可 叙述 如 下 
命题 5.5 设 扫 4 是 全 4 的 闭 包 则 
(i) 有 4 是 闭 集 ， 
(二 ) 车 是 4 的 一 个 闭 母 集 , 则 4A 
(过 ) 4 是 闭 集 ， 当 且 仅 当 4= 有。 
例 4.1 考察 例 3.1 所 说 的 及 二 {4, 5, 6, Q, 6} 上 的 丘 


打 ， 其 中 及 上 的 闲 集 为 : 
他， EB,{b, 0, a, e}, {9, b, e}, {0, e}, {4} 


因此 

和 + 一 二， e}, Tae, oc}=¥, {b, GT 一 人 cs d, el。 

例 4.2 设 习 为 有 限 余 拓扑 空间 ， 即 ， 其 开 集 为 有 限 集 
之 余 集 及 好 ， 于 是 闭 集 就 是 有 限 集 及 站 永 身 。 因 此 ， 藻 4 全 
是 有 限 集 ， 列 其 闭 包 甩 就 是 4， 因为 4 本 身 是 闭 集 。 反 之 ， 
若 4C 且 是 无 限 集 ， 则 能 含 4 的 闭 集 只 有 及， 从 而 及 就 是 
妃 。 合 起 来 就 得 ， 在 有 限 余 拓扑 空间 忌 中 ， 对 于 任何 集 4， 
有 


人。 营业 有 限 和 
及 落 44 是 无 限 集 。 


一 个 集 的 团 包 可 以 完整 地 用 来 点 来 描述 如 下 
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定理 5.6 设 4 是 拓扑 空间 屋 的 一 个 子 集 ， 则 4 的 闭 包 就 是 
4 和 它 的 聚 点 集 之 并 ， 即 ， 
A=AUA!, 

一 点 pE 交 称 为 集 4C- 和 的 一 个 闭 和 包 点 (closure point) 
或 附着 点 (adherent point) 是 指 卫 属于 4 的 闭 包 ， 即 pE 4。 
由 前 面 的 定理 得 : PE 下 是 4CX 的 一 个 闭 包 点 的 充 要 条 件 
是 2E4 或 pE4。 

例 4.3 试 考察 有 理 数 集 Q。 由 从 前 的 讨论 已 知 在 民 的 
通常 拓 扩 中 ， 每 个 实数 4ER 者 是 Q 的 聚 点 。 因 此 上 @ 的 闭 包 
是 整个 实数 集 R， 即 。Q 一 R。 

拓扑 空间 马 的 子 集 4 称 为 在 集 BC 中 稠密 (dense) 是 
指 B 被 含 在 4 的 闭 包 中 ， 即 ， BCA。 特别 是 ， 4 在 半 中 笠 
密 或 称 4 是 工 的 一 个 稠密 子 集 ， 其 充 要 条 件 是 4 一 X。 

例 4.4 在 例 4.1 中 

《oa cj 一 人 《2 5 一 1 c,d, oj。 
其 中 部 一 {ay B,C, 0 6}， 因 此 {4, 0} 是 及 的 榈 密 子 集 ， 而 
也 ,从 则 不 是 。 

例 4.5 在 例 4.3 中 已 指出 Q 一 RR。 接 身 话 说 ， 在 通常 
拓 挤 中， 有理数 集 Q 在 民 中 油 密 。 

把 也 的 任何 子 集 4 规 定 它 的 闭 包 了 一 的 这 个 “ 闭 包 运 
算 ”， 具 备 下 面 命题 中 列 出 的 四 个 性 质 。 这 四 个 性 质 称 为 
Kuratouski 闭 包公 理 。 它 们 之 所 以 被 称 为 公理 是 因为 它们 也 
可 以 用 来 定义 六 上 的 拓扑 ， 关 于 这 点 我 们 以 后 再 作 论证 。 
命 是 5.7 (i) 多 =; 

(ii) Ac-A, 
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(fy AUB= AUD, 
(iv) (47)-=Z, 


内 集 , 外 集 、 边 界 (nterior, exterior, boundary) 


设 4 是 拓扑 空间 甩 的 一 个 子 集 ， 出 一 点 PE 4 称 为 4 的 
一 个 内 点 (Interior point) 是 指 : 9 属于 一 开 集 G, 而 全 食 在 4 


内 ， 即 ， 
pEGC4， 其 中 G 是 开 集 。 


4 的 一 切 内 点 所 构成 的 集 ， 记 为 
int(4) 或 或 4° 
称 为 入 的 内 集 (interior of 4)。 它 可 用 下 而 的 命 古来 刻 划 ， 
命 是 5.8 集 4 的 内 集 是 4 的 一 切 开 子 集 的 并 。 此 外 
(Ci ) 4° 是 开 集 ; 
(这 ) 4° 是 4 的 最 大 的 开 于 售 。 即 :车 G 是 4 的 开 子 
集 ， 则 G4° 忆 4 
Gi) 4 是 开 集 ， 当 生 仅 当 4 一 4°。 
A 的 外 集 (exterior of 4) 记 为 ext(4), 是 指 4 的 余 集 的 


集 ， 即 
内 绪 ， 部 ， ext(4) 一 int(42)。 


及 的 边界 (boundary of 4) 记 为 8(4), 是 指 这 样 一 些 点 
所 构成 的 集 ， 这 些 点 既 不 属于 4 的 内 集 ， 也 不 属于 4 的 外 
集 。 
下 面 的 定理 说 明 内 集 、 外 集 与 闭 包 之 间 的 一 个 重要 关 
系 : 
定理 5.9 设 4 为 拓扑 空间 也 的 子 集 ， 出 4 的 闭 包 是 4 的 内 
集 与 4 的 边界 的 并 。 即 ， 
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A=A° U5(A), 


例 5.1 考察 下 列 四 个 区 问 ; La, 5],《a,B),(a, 的 及 
4,5)， 它 们 的 吴 点 都 是 4 与 5。 则 每 个 区 间 的 内 集 者 是 开 
区 间 (G， 了 5)， 每 个 区 间 的 边 佛 都 是 两 个 铀 点 所 构成 的 集 ， 只 
{g, b}。 

例 5.2 考察 了 二 {2，, 了 , 6， ,2} 上 的 拓 提 : 

t=—{£, 8, {e}, {c, 0}, 149, co a}, 4b, c, d, e}} 
收监 的 子 集 本 一 如， CQ}， 则 点 0, 吕 都 是 所 的 内 点 ， 因 为 
c,d€tc, 四 Cd 
其 中 {oy 品 是 一 个 开 集 。 点 了 则 不 是 委 的 内 点 。 因 此 int(4) 
一 {6, 只。 只 有 点 6E 时 是 败 的 外 直 ， 即 4 二 {06， 6} 的 内 点 ， 
所 以 int(4) 二 {48}， 于 是 4 的 边界 由 点 了 5 与 点 5 所 构成 ， 即 
8(4)={6, e}。 

例 5.3 考察 有 理 至 全 @Q。 图 民 中 的 任何 开 集 咬 含 有 
理 点 也 含 无 理 点 ， 放 人 @ 哆 无 内 点 也 元 外 点 。 即 int@Q) 一 好 
与 xt(Q) 一 int(Q') 一 多 。 子 是 Q 的 边界 是 整个 实数 业 ， 即 
65(Q) =R。 

拓扑 空间 了 的 子 集 4 称 为 宇 X 中 无 处 各 密 (nowherf 
dense in 卫 ) 是 指 ， 及 的 闭 包 的 内 集 是 空 集 ， 即 

int(A) = 


一 1 1 1 .ly 
全 5.4 考察 民 的 子 集 4 一 [1 去， 雪 ， 二 ，…], 允 由 前 


面 已 如 A 只 有 一 个 桶 点 0。 因此， [0 1 二， 1，…}。 
这 个 集 所 没有 内 点 ， 世 以 4 在 民 无 处 攀 窗 。 
例 5.5 设 4 为 0 与 1 之 间 的 有 理 点 集 ， 即 


4={z EQ, 0<*<1h 
则 有 4 的 内 集 是 空 集 , 即 int(4) 近 络 ， 人 得 4 并 不 是 在 民 无 处 笛 
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密 ， 因 为 万 二 56, 切 ， 从 而 
int(D =int([0, 1D)=00, 1) 
并 不 是 空 集 。 


邻 域 与 邻 域 系 Neighbourhoods and neigh 
bourhood systerms 》 


设 ? 为 拓扑 空间 了 的 一 点 ， 广 是 了 的 一 个 于 集 ， 出 当 

办 是 一 个 含 2 点 的 开 集 从 的 母 集 时 ， 即 当 
PEGCN 其 中 对 是 一 个 开 集 

时 ， 称 六 为 了 点 的 一 个 部 城 (neighbourhood)。 换 句 话说 ， 关 
系 “ 是 点 2 的 一 个 邻 域 ” 是 关系 “Pp 是 困 的 一 个 内 点 ”的 
道 。2 点 的 所 有 分 域 所 成 的 组 记 为 4， 称 为 2 点 的 邻 域 系 
(neighbourhood saystem), 

例 6.1 设 4 为 一 实数 ， 妈 4E 最 , 则 每 个 以 @ 为 中 心 的 
闭 区 间 [8 一 8, 4+8] 都 是 & 的 一 个 令 域 ， 因 为 它 伟 开 区 间 
(4 一 3 04 十 3)， 而 这 个 开 区 间 含 g。 类似 地 , 若 多 是 平面 R* 上 
的 一 点 ， 则 每 个 以 名 为 中 心 的 闭 胡 19ER:， QCp, 9) 窒 3 二 0 叶 
都 是 则 的 一 个 邻 域 ， 因 为 它 含 以 甸 为 中 心 的 开 芍 。 

关于 点 2E 芝 的 邻 域 系 .44， 最 重要 的 结论 是 罗列 在 下 
面 命题 中 的 四 个 性 质 ， 它 们 称 为 名 域 公理 。 这 样 称呼 的 原因 
是 也 可 以 用 它们 作为 公理 来 定义 且 的 拓扑 。 关 于 这 个 问题 ， 
我 们 在 后 面 再 作 讨论 。 


“命题 5.10 
(i ) .Ni 不 是 空 组 ， 面 且 刀 含 在 -14 的 每 个 苑 素 内 。 
(HN 中 任何 两 个 元 素 的 交 仍 属于 .上 9。 
《二 ) ,A 中 任何 元 素 的 任何 母 集 都 属于 .4G 。 
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《1v) .1 的 每 个 元 素 丸 都 含有 .他 的 一 个 这 样 的 元 
素 G， 这 个 G 是 它 所 含 的 每 一 点 的 一 个 邻 域 ， 
即 ， 对 于 每 个 9EG 有 GE.AG。 


收敛 序列 CConvergent sequences ) 


设 Las qi。 mi， …》 为 拓扑 空间 马 的 一 个 点 列 由 是 忆 中 
的 一 点 ， 如 果 对 于 每 个 含 5 的 开 集 G， 相 应 地 有 一 正 整 数 
mE IN 存在 ， 使 ， 
当 m>m 时 ， 就 有 csE G， 
也 就 是 说 ，G 包含 了 点 列 的 几乎 所 有 的 项 , 则 称 点 列 <e:，q、 
Ga，…> 了 政 敏 于 (converges to) 点 5， 或 称 五 是 序列 《en> 的 极 
限 (limit)， 并 记 为 ， 


limo=5 或 lmm=5 或 mp。 


例 7.1 设 Lais a:，…> 为 非 亢 散 撕 夺 室 间 (全 ， 8) 中 
的 一 个 点 列 。 划 

《i ) 及 是 能 含有 及 中 的 点 也 的 唯一 开 集 。 

《证 ) 及 含 点 列 《aa> 的 每 一 项 ， 因 此 点 列 《ai da …》 
收效 于 及 的 每 一 点 DE 及 。 

例 7.2 设 <aiy B81，*…》 为 离散 拓 提 室 间 (及, 多) 的 点 
列 。 在 此 空间 中 ， 对 于 每 一 点 BE 忆 来 说 ， 单 元 素 集 18} 是 
使 五 的 一 个 开 集 。 于 是 ， 若 要 in->b， 划 集 【 了 了 必须 含有 序 
列 《a> 的 几乎 所 有 的 项 。 接 向 话说 ， 序 列 Cqn> 收 效 于 5E 袜 
的 充 要 条 性 是 这 个 序列 具备 以 下 形式 ， 

ai, aa 1 no bs b, bss > 

例 7,3 设立 为 无 限 集 为 上 的 拓 扑 ， 这 介 拓 朴 由 网 及 

可 数 业 的 余 集 所 构成 。《 见 习题 56) 则 可 证 : 下 中 的 序列 
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Cs Bi > 收 仇 于 BE 号 的 充 要 条 件 是 这 个 序列 也 具备 以 
下 的 形式 《giy gay …， guo 8 5 > 邑 ， 由 《gr> 中 不 同 于 
的 各 项 所 构成 的 集 和 4 是 一 个 有 限 集 。 因 有 4 可 数 ， 效 4° 是 含 
6 的 一 个 开 集 。 因 此 ， 著 54> 了 则 4° 必须 会 《n> 的 几乎 所 
有 的 项 。 因 此 4 是 有 限 集 。 


较 粗 与 较 精 的 拓扑 (Coarser and finer 


topologies ) 


设 与 ?为 非 空 集 层 上 的 两 个 拓扑 ， 若 等 个 袜 - 开 集 都 
是 一 个 世 .- 开 集 ,就 是 说 ， 设 是 7 的 一 个 子 组 , 即 , TT;， 
局 称 拓扑 nm 粗 于 〈coarser than) 或 小 于 (smaller than) 或 
居于 (weaker than) 拓扑 zs 或 称 zz 精 于 (finer) 或 大 于 
(larger than)z 。 注意 全 上 所 有 的 拓扑 所 构成 的 牧 
T~{t} 按 组 包 字 关 系 而 成 为 一 个 部 分 序 艇 。 因 此 ， 当 
所 CT 时 ， 我 们 也 等 ， 

TST。 

车 两 个 拓扑 中 的 任何 一 个 都 不 粗 于 另 一 个 ， 巾 称 它们 是 
不 可 比较 的 (not comparable) 。 

例 3.1 忌 上 的 离散 扰 打 印 、 非 离散 扰 扑 及 其 他 任 
何 拓扑 了 之 间 有 以 下 关系 : “起 于 多 而 精 了 2Z， 即 

ZXKTRKS。 

例 8.2 考 家 民 : 平 面 上 的 训 限 佟 拓扑 7 与 道 常 拓 提 人民 。 
只 须 注 意 ， 民 ? 的 每 个 有 限 子 集 是 一 个 狼 - 闭 集 ， 因 此 它 的 余 
全 是 一 个 伯 - 开 集 。 这 说 明 ， 每 一 个 T- 开 全部 是 一 个 饥 - 开 
集 。 所 以 粗 王 入 ， 即 了 5 多。 
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子 空 名 与 档 对 拓扑 〈(Subspaces，relative 


topologies) 


设 4 为 拓扑 空间 ( 耶 , Y) 的 一 个 非 空子 集 ， 则 4 与 站 中 
法 有 的 +- 开 和 集 作 交 而 得 的 集 组 14 是 4 上 的 一 个 拓扑 。 这 个 
拓扑 称 为 4 上 的 相对 拓扑 (relative topciogy) 或 称 拓扑 = 在 及 
上 的 相对 化 (relativization of Y to 4)2， 而 拓扑 空 间 《4. Ta) 
则 称 为 (五 ,*) 的 一 个 子 空间 。 换 名 话说 ，4 的 子 集 五 是 一 
个 za- 开 集 (也 徊 : 相对 于 4 为 开 的 集 ) 的 充 要 条 件 是 及 的 
一 个 二 开 集 GQ 使 得 

Gf 4 


例 9.1 考察 总 一 19， 8 6， 邑人 的 括 赴 
7~={2, G, {10}, {0, a}, {2, cs d}, 10, 0 a, e}} 
及 关 的 子 集 4 一 {4 Qe}。 注 意 : 
NA4=4, SNA4=% 
{2}N 4={4}, {c 2}N 4 二 {dd} 
tey 6, O}N 4= {0. OW, {0, ec, d, ey A=1d, e} 
喜人 ?了 在 4 上 的 相对 化 是 
T= {4. ,10}, {4d}, {4, 0d}, {4, e}}。 
例 9.2 考察 家 上 的 通常 拓扑 绍 及 其 在 闭 区 部 
4=[3, 8] 
的 禄 对 化 ， 则 站 闭 半 开 区 间 [3， 5) 是 4 上 相对 抵 提 的 开 集 ， 
就 是 说 ， 是 一 个 Ta- 开 集 ， 这 是 因为 
[3, 5)=(2, 5)N 4 
其 中 (2, 5) 是 我 的 一 个 二 开 集 。 由 此 可 见 ， 相对 于 子 空间 
是 开 的 集 在 全 空间 中 可 以 是 脱 非 开 集 ， 也 非 亲 集 。 
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拓扑 的 等 价 定 义 (Equivalent definition of 
topologies > 
我 们 在 前 硬是 用 开 集 公理 来 定义 拓扑 空间 的 ， 就 是 说 把 
开 集 作为 拓扑 的 原始 概念 。 下 面 的 丽 个 定理 说 明 也 可 以 用 列 
的 方法 来 定义 一 个 集 上 的 拓扑 ， 即 : 用 “点 的 邻 域 ” 或 “ 集 
的 闭 包 ”作为 原始 概念 来 定义 拓扑 。 
定理 5.11 设 环 候 一 个 非 室 集 ， 又 设 对 于 每 一 点 9?€ 及， 有 
且 的 一 个 集 组 .oy 与 之 对 应 ， 耐 这 个 集 组 满足 下 列 
四 条 公理 ， 
[4] .ops 不 是 空 组 ， 而 2 含 在 wy, 的 每 个 元 素 之 中 。 
[42] .ss 的 任何 两 个 元 案 之 交 电 属 十 opp。 
[4,] .ss 的 一 个 元 素 的 任何 母 信 都 居于 .fs 。 
[44] .hs 的 每 个 元 素 请 都 含有 一 个 于 集 GE pr 使 
得 对 于 每 个 9EG 有 GE 。 
则 妃 上 有 一 个 而 且 只 有 一 个 拓扑 了 存在 使 得 .sze 就 是 
点 DE 互 的 7- 邻 域 系 。 
定理 5.12 设 居 为 非 空 集 。 又 设 玉 为 一 运算 ， 它 对 于 联 
的 任 一 子 集 4, 指定 节 的 一 个 子 集 45 与 之 对 应 ,这 个 
对 应 满足 以 下 风 条 公理 称 为 Knratowski 闭 包 公理》 
[LK] Y=: 
[Es] 4 于 4 
[及 2 (4UB)5 一 45U BE 
[RY (AT)*=A* 
则 肝 上 有 一 个 而 且 只 有 一 个 拓扑 存在 使 得 全 就 
是 集 4 的 二 闲 包 。 
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习题 解答 


拓 拭 与 开 集 


1. 设 卫 ={9; pb cg 时 。 试 问 下 列 集 组 中 ， 哪 个 是 并 
上 的 拓扑 ; 

(1) Ti 一， 8, {2}, {4, 0}, {a, cj 

(Ci) t= {1, BS, {60, 8, 0}, {5, b, 0}, 1a, $, 0, d}}s 

(i) t=1, BG {2}, {9,6}, {6,0, 0}, {8, 68, 0, GQ}}, 

解 : (iD zi 不 是 站 上 前 括 扑 ， 因 为 {8,5}, {9, c} 
En 但 是 {0, 6} Ute, c}={2, b,c} $1。 

《ii Ta 不 是 天 上 前 拓扑 ， 因 为 {4, 5, 5}, {4, 9, dQ} Et 
但 是 {2, 86, oc}N {4 6, 27=1{4, 8 全。 

《证 )》 7 是 耳 上 的 拓扑 ， 因 为 它 淡 足 所 有 三 条 公理 。 

2. 设 7 是 民 的 一 个 集 组 ， 它 出 展 , 他 及 无 限 开 区 
闻 4,=(g, 00) 所 构成 ,其 中 96 是 有 理 数 。 求 这 ，? 不 是 
民 上 的 拓扑 。 

解 : 考察 

A=U{hn gEQ, gq>V I}= (V3, %), 

它 是 5 的 元 尝 之 并 ， 但 因 w 2 是 无 理 数 ， 故 4T。 所 以 
不 满足 [Oo]， 从 而 不 是 尺 上 的 挟 扑 。 

3. 设 * 是 互 上 的 拓扑 ， 它 由 四 个 集 构成 ， 

t={X, 何 ，4， B} 

44 与 如 是 站 的 非 空 真子 集 ， 商 者 不 相等 。 试 站 4、 吾 必须 
满足 什么 条 性? 

租 : 由 于 4f 召 必须 属于 f， 所 以 有 下 述 两 种 可 能 情况 : 


一 了 8 -- 


情况 1，4f 如 = 纪 , 则 4UB 不 能 是 4 也 不 能 是 了， 从 
而 只 能 是 卫 。 这 就 是 说 ， 集 组 {4, B} 是 并 的 
一 个 分 割 。 
情况 2:， 4 门 B 一 4 或 4 B=B, 在 这 两 种 情况 下 ，4， 
召 之 一 是 另 一 的 子 集 ， 从 而 Y 按 集 包 含 关系 成 
为 全 序 组 : BCA4CBCX 或 BCBCACX。 
4. 列 出 县 =f4, 8, 6} 上 一 切 由 四 个 集 构成 的 拓扑 。 
解 : 也 上 任何 一 个 由 四 个 集 构 成 的 拓扑 都 大 以 下 的 形 
式 ， 7 二 { 子 , 多 ， 4,，B}， 其 中 的 4 与 B 根 据 上 一 道 题 分 两 种 
情况 讨论 。 
情况 1: {4,B} 是 三 的 一 个 分 割 。 相 应 的 托 扑 有 以 下 
几 种 ; 
n={X, , {0}, {5, cj 
T={X, GS, {6}, {a, ce}}s 
tt{X, @, {c}, {0, D}}o 
情况 2，Y 按 集 包 含 关系 成 为 全 序 组 。 相 应 的 抠 扑 有 以 
下 多 黎 ， 
TC—{X, 8, {0}, {a, b}}s 
Te={X, GB, {0}, {48, Cc}}s 
To={X, @, {12}, {6, c}}s 
m={X, 8, 10}, {4, 6}}s 
Te—{X, Gs {0}, {4, cj 
t={X, 2, {0c}, 10, c}} 
.5. 设 天 了 > 了 是 由 非 空 集 子 到 拓扑 空 杀 (7, 多 ) 的 
一 个 函数 。 又 设 是 由 了 中 一 切 开 集 的 逆 象 所 构成 的 集 组 ， 
T={f GJ: GEW}, 
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求证 , 了 是 忆 上 的 一 个 拓扑 。 
解 , 因 人 Y 是 了 上 的 拓扑 , 故 了 , BE，, 但 
X= LP] 分 = 广 工 弛 ] 
故 子 , 名 Er。 从 而 7 满足 公理 [O,]。 

令 {140 为 7 中 的 一 个 集 组 。 按 定义 ， 有 人 FE 存在 使 

和 = 了 [G4J, 但 
U4=U7 G1= TG, 
因 纹 是 拓扑 ， 放 LG,E 人 Y， 从 而 LU4Er。 因 此 ?满足 公 
理 [Os]。 
最 后 ,， 令 4， 4,.E7+， 则 

,GEY 使 4=f1[G,], Ms=f"![G,] 
但 A NA = GIN AG =f"[G, NG,] 
而 且 G 们 92E 多 ， 故 外 4 Er。 央 此 Y 也 满足 公理 [O:]。 

6、 求 证 ， 关 于 集 导 上 的 拭 扑 了 的 第 二 条 公理 “[Os]r 中 
任何 多 个 元 素 之 并 也 属于 Y?， 可 以 用 下 述 的 较 弱 的 公理 来 
代 雹 ， 即 “[Oxr NVS， 他 } 中 任何 多 个 元 素 之 并 也 属于 Y?。 
换 句 话说 ， 公 再 系 [O11]、 [O02]、LOs] 等 价 于 公理 系 [OJ]、 
[OJ、[oo。 

解 : 设 * 为 县 的 子 集 组 ,满足 [O!J、 [02], [Os 又 设 
2 是 的 一 个 子 组 。 我 们 要 证 明 U { 召 :将 E tf } Er。 就 是 说 
要 证 明 * 也 满足 [O.]。 为 此 分 两 种 情况 ， 

情况 1: 有 Ey。 

则 了 { 轨 ， 囊 E.w}= 邓 ， 从 而 由 [OI 可 知 它 也 属于 Y。 

情况 2 用.of。 

则 UI{E:, EE.A}=U{B, EEw NA 
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但 作 集 的 并 时 ， 空 集 好 不 给 出 任何 元 素 ， 所 以 
Ui{B, BE.wA}=U{E, EC NI{X}} 
—U{B:EEAN{X, GB}}。 (1) 

因为 .LY 是 5 的 一 个 于 组 ,故人 {入 , 名} 是 八 1X, 人 
的 子 组 。 于 是 由 [Osj，(1) 中 的 并 属于 7。 

7. 设 4 是 拓扑 空间 有 的 一 个 子 集 ， 它 具备 下 述 的 性 质 ， 
每 点 PE4 属于 含 在 4 内 的 某 一 开 集 Gp 。 求 证 4 是 开 集 。 

解 ， 因 为 对 每 点 DE4 有 PEGac4， 所 以 

Ut{G, PEA}=4 

邑 ， 万 是 一 些 开 集 的 并 ， 于 是 由 [Os] 知 4 是 开 集 。 

8.、 设 ?是 的 一 个 子 集 组 ， 它 按 集 的 包含 关系 成 为 全 
序 组 。 求 证 ,+ 满足 [COs]， 即 ，" 中 两 个 集 的 交 仍 属于 7。 

解 : 设 4, BEr。 因 ? 按 集 的 包含 关系 成 为 全 序 组 ， 所 
以 有 

ANB=4 成 4 人 好 = 好 ， 

在 任何 一 种 情况 下 都 有 4 们 BEY， 即 了 满足 [0.]。 

9. 设 + 为 RR 的 一 个 于 集 组 ， 由 民 , 名 及 一 切 形 如 如 = 
(ea ce) 的 无 限 开 区 间 所 构成 ， 其 中 6€ R。 求 证 7 是 R 上 
的 一 个 拓扑 。 

解 ， 因 为 R、 BET, 故 + 满 足 [Oi1。 又 因 7 按 集 的 包 售 
关系 是 全 序 集 ， 故 7 满足 [Os1。 

现在 设 .是 f 八 { 卫 , 人 B} 的 子 组 ,就 是 说 .一 {如 iET}， 
其 中 工 是 某 个 实数 集 。 我 们 事 证 叫 轧 ET。 若 I 不 是 下 有 界 
的 ， 即 车 inf( 了 D= 一 oo， 则 山 轧 =R。 若 工 是 下 有 界 的 , 例 
如 infCDD=， 则 由 及 二 (bos so) 一 已 o。 在 任何 情况 下 ， 
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品 世 Et 放 ? 满 足 [09。 
10. 设 t 为 时 的 子 集 组 ， 由 作 及 身 的 所 有 形 如 
B=—{n, n+ 1, 9 十 2 小 
的 子 集 所 构成 ， 其 中 PE N。 
(i) 求证 , + 是 NN 上 的 一 个 拓扑 ， 
(二) 把 含 整数 6 的 一 切 开 集 列 出 来 。 
解 ，(iD 因为 加 和 轧 =1{1, 2, 3，…}=NEr， 故 * 满 
足 [O]。 另 外 ， 办 为 了 按 集 包含 关系 是 全 序 集 ， 故 ? 也 消 足 
[OoJ]。 
现在 设 是 YN\{N， 弛 ; 的 一 个 子 组 ， 就 是 说 ， 
A {Bs n€ET}, 
其 中 工 是 某 个 正 整数 集 。 风 工 含有 一 个 最 小 正 整数 m，, 而 且 
Ba， npE 于 一 fn m+ 4s mt2 7} = 
属于 7+。 因此 7 满足 [Qi]。 所 以 7 是 NN 上 的 拓扑 。 
(it 因为 非 空 开 集 的 形式 如 下 ， 
B={n, mn 十 1 n+2, .} 
其 中 mnE N。 故 含 正 整数 6 的 一 切 开 集 列 出 如 下 ， 
B=N={1,2,3,.} EH,={4,5,6,.} 


EB,={2, 8, 4, 1} EB,—1{5, 6, 7, *"} 
B={3, 4, 5, …} B={6, 7, 8, *}o 
聚 点 与 导 集 


11. 设 7 为 N 上 的 抵 扑 ， 由 名 及 N 的 形 如 
B={n, B+ 1 n+2, -} 
的 子 集 所 构成 ， 其 中 nEN， 如 习题 10 中 所 述 。 
(1) 求 4={4, 18, 28，37} 的 一 切 来 点 。 
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(二 ) 求 NN 的 一 切 子 集 加, 使 BB 二 N。 
解 ，(i) 注意 : 含 点 ?EN 的 开 集 是 这 样 一 些 集 。 
本 一 好 +1 ot+2m}, dp 

因此 当 ms36 时 ， 每 个 含 m 的 开 集 也 必 会 83E 4， 而 37 二 
nm， 因此 当 mo<<36 时 ， 它 是 4 的 素 点 。 反 之 当 m>>36 时 , 开 
集 加 ,二 fm m 十 1， mo+ 2 小 不 售 4 中 异 于 mw 的 点 。 因 
此 ， 当 mu>>36 时 ， 它 不 是 4 的 一 个 聚 点 。 所 以 4 的 导 染 
A ={1, 2, 3，…，34，35，36}。 

(di) 若 吾 是 N 的 一 个 无 限 子 集 ， 则 百 无 上 界 ,， 故 含 任 
意 点 PE N 的 开 集 亦 必 含 瑟 的 异 于 Pp 的 点 ， 所 以 怒 一 N。 另 
一 方面 ， 若 吾 是 有 限 集 ， 则 至 有 上 界 。 例 如 mc 中 是 它 的 一 
个 上 界 ， 则 开 集 轧 ,+1 将 不 含 如 的 任何 点 ， 所 以 m1EN 
就 不 是 娘 的 谊 点 ， 因 此 到 二 到。 

12, 设 4 为 拓扑 空间 (了 X, 7) 的 一 个 子 集 。 试 间 PE 有 在 
何 种 情况 下 不 是 4 的 一 个 育 点 。 

解 ， 点 Pp€ 下 为 4 的 极限 点 的 充 要 条 件 是 2 的 任何 开 邻 
域 含 有 4 中 虹 于 乡 的 点 。 即 : 由 

2E8 与 SET 得 (GAN\{an 4A。 
因此 ， 若 有 开 集 好 使 
PEQ 与 (GN\{p) NA4= 
成 立 ， 或 等 价 地 说 若 
2EG 与 GN 4=g 或 G4={p} 
成 立 ， 或 再 换 一 种 形式 说 若 
PEG 与 GN ACI{D}, 
则 名 就 不 是 4 的 泡 点 。 
13. 设 4 为 离散 拓扑 空间 所 的 任意 一 子 集 。 求 证 ，4 的 
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导 集 4 必 为 空 集 。 

解 ， 设 ?为 每 中 任何 一 点 。 我 们 知道 离 获 空间 中 每 个 子 
集 都 是 开 集 ， 央 此 ， 单 元 素 集 日 ={?} 也 是 着 的 一 个 开 子 
集 。 和 但 

2pEG 而 SGn4= 一 ({ 人 4) 天 fp 
因此 由 上 题 ， 对 于 每 点 BE 都 有 PF4/， 网 4 一 局 。 

14. 考察 卫 ={4, 3, c, 4, e} 上 的 拓扑 

T={Z, 他， {2}, {4, Bb}, {4, 6, qd}, 
{8, 8, cy GO}, {a, b, e}} 
求 下 列 两 集 的 导 集 ; (i) 4 一 {cy Gy e}; (i) B 一 {3}。 

解 : 《i) 注意 Q={4, 了 } 及 及 ={4, 5, 6} 是 对 的 开 于 
集 ， 因 两 得 

Gy bEG={4, b} 及 GN A=@ 
eEH={0,5,e} 及 HNA={e}。 
因此 4,5 和 。 都 不 是 4 的 率 点 。 反之， 也 中 其 他 的 任何 一 点 
都 是 4 的 聚 点 。 因 为 食 这 个 点 的 任何 开 集 必 会 月 4 中 与 它 不 
同 的 一 点 。 所 以 4 一 {o 中 。 
《ii) 注意 {4}, {4, 外 和 4 6, 中 是 卫 的 开 子 集 ， 因而 得 
2€ {9} 及 {a}N B=%Z 
bE fa, BD} 及 {e, B}N B= 1{b} 
0, GE {4 0d} 及 {4,6, GQ}N| B= 
因此 4,3, ce 和 6 不 是 了 一 {8} 的 谊 点。 但。 是 B 的 染 点 ， 因 
为 食 。 的 开 集 是 {4, 5, 6} 及， 它们 都 含 异 于 。 的 点 65€B。 
所 以 B/={e}。 
15. 求证 , 车 4 是 B 的 于 集 ， 则 4 也 是 B' 的 子 集 。 
解 ， 我 们 知道 ，pE 4 的 充 要 条 件 是 对 于 任何 含 p 的 开 
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集 G 有 (GNt{p}) 站 4 二 多 成 立 。 现 在 一 4， 因 此 
(GN\ {pH N BOGN{P)N AT G. 
出 此 可 见 ， 若 pgE 4 则 pE Br， 也 就 是 说 4'CB'。 

16. 设 志 与 是 室 上 的 拓扑 ， 而且 CT， 妓 ， 于 的 
尾 何 +- 开 子 集 ， 也 是 它 的 一 个 ma- 开 于 人 梨 。 又 设 4 为 马 的 一 
个 子 集 。 

《ii) 求证，4 的 每 个 z- 聚 点 一 定 是 一 个 - 素 点 。 

(二) 试 造 一 个 空间 ， 使 有 的 zi~ 聚 点 不 是 rz- 取 点 。 

解 ，GD) 设 ? 是 4 的 一 个 zz- 聚 点 ， 即 

(CeN2HDn ALG 
对 于 每 个 含 ?的 好 Ga 成 立 ， 则 因 mcm 而 有 
(ON {p NASG 
对 于 每 个 含 p 的 GET 成 立 。 这 就 是 说 P 是 4 的 一 个 艺 -村 

(HL) 考察 民 上 的 通常 拓扑 和 和 离散 拓扑 多 ， 则 因 多 

含有 展 的 一 切 子 集 而 知 伯 C 罗 。 由 习题 13 知道 ， 令 


4 于 二 


则 因 4’= 多 而 知 0 不 是 4 的 钨 - 聚 点 。 但 0 是 4 的 YW 座 
17. 求证 ， 设 4 与 是 拓扑 空间 (入 , 7) 的 子 集 ， 则 
(AUB)’=4 UP', 

解 : 利用 习题 5 可 知 ， 因 4ACA4UB 放 4'C(4UB)/ 
因 BCA4UB 故 了 CCdUB)/ 
所 以 4'UB'C-(A4UB)"。 因 此 我 们 只 要 证 
(AUB)'CA LB’, 
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现 设 p 和 4 日 她， 则 纪 G, 吾 EY 使 得 
pEG 与 GN 4c{p} 

及 pE 召 与 BNBC{p} 

成 立 。 但 由 此 可 得 G 有 如 Er，pEGf 如， 因而 
(GNEN GAUB)=GN HNAU GNANB) 
CGNA YUANB CI LU {9} = {p}, 

于 是 pg (4UB)'。 所 以 (4UB)'C4A'UB'。 


闲 集 、 闭 包 返 算 、 秽 密集 


18. 考察 六 ={6, 了 , 0, dg e} 上 的 拓扑 
z=—{X, @, {0}, {a, b}, {0, cy od}, {2, bc d}, 
{e 6, e}}o 
《i) 列 出 马 的 一 切 闭 集 。 
(二) 求 {ej， {3} 及 {0, e} 的 闭 包 。 
《 壕 》 试 阿 (让 中 哪些 集 在 入 中 稠密 ? 
解 ，(i) 一 个 集 为 闭 集 的 充 要 条 件 是 它 的 余 集 为 开 集 。 
因此 把 + 内 每 个 集 的 余 集 写 出 如 下 : 
BD, X, {b,c, d, e}, {0, a, e}, {6, oe}, {8}, {0, 四 。 
《iD 4 的 闭 包 所 是 4 的 所 有 闭 母 乐 的 交 。{e} 只 有 一 个 
阅 母 集 ， 是 于，{8} 的 闭 母 集 是 {5, e}, {5, 6, 8, e} 和 六 
{c, 6} 的 闲 母 集 是 {o @ 对，{8， oo oj 和 入。 于 是 
{197=Z，{b}={6, 6}, 16, ef= {0, dG, el 。 
《过 ) 44 在 六 中 稠密 的 充 要 条 件 是 4 二 X， 所 以 {8} 是 于 
中 唯一 的 稠密 集 。 
19. 设 N 上 的 拓扑 = 由 亿 及 开 的 形 如 
B={n, n+1, n+ 2 "} 
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的 子 集 所 和 构成， 其 中 mnE 隐 (如 习题 117 。 

(i) 写 出 {N, zj 的 一 切 闭 集 。 

《这 ) 求 {7，24，47，85} 及 {3, 6, 9，12,…} 的 闭 包 。 

(这 求 向 的 在 咎 中 秽 密 的 一 切 子 集 。 

解 : (i) 一 个 集 为 闭 的 充 要 条 件 是 它 的 余 集 为 开 。 因 此 
列 出 NN 中 的 闭 子 集 如 下 ; 

N, @, {1}, {1, 2}, {1, 2, 8} 7, {1, 2 001s Mh} ee 

《ii) 一 个 集 的 闭 包 是 它 的 最 小 的 闭 母 集 。 所 以 

{7, 24, 47, 85}={1, 2, , 84, 85} 
{3 6, 9, 12, }={1, 2, 3, *…} ~—N。 

《ii) 车 N 的 子 集 4 是 无 限 集 ， 亦 即 无 界 集 ， 则 人 一， 
即 4 在 昨 中 稠密 。 若 4 是 有 限 集 ， 则 它 的 闭 包 不 是 IN, 即 和 4 
不 在 N 中 稠密 。 

20.、 设 是 只 上 的 拓扑 ， 由 民 , 多 及 一 切 形 如 了 一 (9， 
名) 的 开 区 间 序 构成 ， 共 中 ER。 

(i) 求 (R，?7) 的 一 切 闭 子 集 。 

《六 ) 求 集 [3, 7), {7, 24, 47, 85} 和 {3，6，9，12，… 

的 诸 包 。 

解 : (i) 一 个 集 为 闭 的 充 要 条 件 是 它 的 余 集 为 开 。 因 此 

《R, 5) 的 团子 集 是 多 , R 及 一 切 闭 的 半 无 限 区 间 


Es=(—00, 9]。 


《i》 集 的 闭 包 是 它 的 最 小 闭 母 集 。 央 此 


(一 co， 7], {7, 24, 47, 85}—( — co, 85] 
{13, 6 9，12，… 了 一 (一 ca， oo) 一 民 。 

21。 设 及 为 离 获 拓扑 空间 ， 

《i ) 求 子 的 任何 子 集 和 4 的 闭 包 ， 
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(六) 求 对 的 一 切 秋 密 子 集 。 

解 ，(i) 我 们 知道 在 离散 空间 也 内 的 任何 乐 4 一 和 都 是 
闭 集 ， 因 此 4=4。 

(5) 和 4 在 时 中 再 窗 的 充 要 条 件 是 4 一 六 。 但 是 4= 4 
所 以 互 是 及 的 唯一 稠密 子 集 。 

22. 设 天 为 非 离散 空间 ， 

(1) 求 对 的 一 切 闭 子 集 ; 

(二 ) 求 电 的 任何 子 集 4 的 闭 包 ， 

《iii) 求 及 的 一 切 稠密 子 集 。 

解 。(i》 我们 知道 非 离散 空间 六 中 仅 有 的 开 和 集 是 卫 和 
多 ;因此 义 所 有 的 亲子 集 也 是 及 和 2。 

0) 著 4- 纪 , 则 4 一 僻 。 若 4 何 , 则 工 是 4 的 唯一 的 
闭 峡 集 ， 所 以 = 义 。 因 此 ， 对 任何 4CX， 得 

2 多 车 4= 名 

XX 车 4*2。 

(ii) AC 及 在 五 中 筒 密 的 充 要 条 件 是 4 二 X; 因此 六 
的 任何 非 空子 集 都 在 万 中 稠密 。 

23、 求证 定理 5.4， 折 扑 空间 卫 的 子 集 4 为 团 入 的 充 要 
条 件 是 4 含有 它 的 一 切 台 点 ， 即 水 c4。 

解 ， 设 4 闭 : 又 设 p& A， 即 2€4， 则 4 作为 团 集 的 
余 集 因而 是 开 集 。 于 是 因 有 开 集 4* 使 得 

2E4 及 4 几 4=3 

而 知 8 攻 4/。 这 说 明 著 4 闭 则 4 一 4。 

现在 假设 和.4, 来 证 明 各 是 开 的 。 为 此 设 2E 4*, 则 
P84， 于是 有 开 祭 G9 使 得 

2EG 同时 (GN\{pD) 站 4=。 


但 9e4， 故 由 此 得 “ 
Gn4= (SN{oD)n 4 一 委 。 
所 以 GC4*， 从 而 Pp 是 入 的 个 内 起 这 就 证 明了 小 是 
开 的 。 
24。 求证 ， 知 太 是 入 的 一 个 周 母 多， 则 MF 
解 ， 由 习题 15 可 知 ,， 著 4CF 则 4'C8'。 但 因 卫 闭 ， 
故 由 定理 5.4 知 人 CF。 于 是 4CF'CF。 由 此 将 44CF。 
25. 求证 4U 4 是 闭合 。 
解 ， 设 pE (4i 隶 )"。 因 基本 ， 故 有 开 集 分 俩 
2EG 同时 GN4= 多 或 {四 
但 2¢4, 故 GN4=@; 
下 面 将 证 : 也 有 GN 4'= 多 A 出 因 是 开 集 ， 
而 且 有 
gEQ 而 GN4=@s 
故 g# 4 所 以 GN 4 一 分 
以 上 论证 说 明 了 
GN(AUAY)= GN 4 UGNAN=G UG, 
因此 GCC4U 4 ,这 说 明 % 是 《444 的 一 个 内 
点 。 而 是 (4U 41)* 中 的 任意 一 点 ， 放 南 此 条 (4U 4)" 是 
开 集 。 亦 即 4U 4 是 闲 集 。 
26. 求证 定理 5.6: 4=AU4/。 ， 
解 ， 因 4C4 曾 4 为 闭 ， 喜 各 C4) 从 而 
AUA'CA, : 
但 4U4' 是 合 4 的 一 个 闭 人 入, 故 4 一 A4 4 合 起 来 得 
A=AU 4, ， 
27. 求证 ， 若 4CB, 则 Ac-B。 
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解 ， 车 4cB， 则 由 习题 站 得 4CB。 帮 4U4'CBU 

。 于 是 由 上 时 得 4C 忆 

28. 求证 ， 甩 了 B= 有 UBB 

解 由 上 题 得 ACAYUB 及 二 4U 五 ， 从 而 (AUB) 
CTU 但 (4UB)c(AUB), 而 UB 是 两 个 闭 你 的 并 ， 
所 以 是 闭 梨 。 因 此 ( 命 惹 5.5 ) (2UB)CAU Bc(4UYyB)。 
由 此 得 UB 一 4U BB。 


29， 求证 命题 5.7: 
(1) =%, 《ii) ACA, 
(4UB=2UB, 【ir)(C4 = 4 
证 ，(i) 与 (iy) 是 因为 个 与 4 都 是 财 集 ， 因 此 它们 的 
闵 包 就 是 它们 本 身 。 
(44U4 一 4( 习 题 26) 。 
(省 ) 习 民 28。 
内 集 、 外 集 、 边 界 


30， 考 察 卫 二 {46, 5, 0, dg, ef 上 的 拓扑 ， 
.T={X, , {8}, {6, 下 {4, cy gj，{ay 6, c,d}, 
{6, b, o}}, 
(1) 永 里 的 子 集 4 一 和 ,6, 6} 的 一 切 内 点 。 
《上 8) 来 4 的 一 切 外 点 。 
(i》 求 4 的 一 切 边界 点 。 
解 ，GD a 和 5 是 4 的 肉 点， 因为 
Ga, bE {Gg, DCA={a, b, co} 
其 中 fa, 四 是 一 个 开 集 ， 就 是 说 , 它们 属于 一 个 售 在 4 内 的 
开 集 ， 所 以 是 4 的 内 点 。 注 意 c 不 是 4 的 内 点 ， 因 为 c 不 册 
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于 任何 一 个 售 在 4 内 的 开 集 。 因 此 int4)={o, 好 是 4 的 
内 集 。 

(ii) 4 的 祭 浊 为 4*={e, e}, a 和 e 都 不 是 4 的 内 点 ， 
斑 为 两 者 都 不 属于 4 二 {24, e} 的 任何 一 个 开 子 集 。 因此 
int(4°) 二 名 ， 即 4 的 外 点 不 存在 。 

《这 ) 有 4 的 边界 5《4) 由 路 不 是 4 的 内 点 又 不 是 4 的 外 
点 的 那些 点 所 构成 ， 因 此 6《 4)={c, a, e}。 

31。 求证 命题 5.8， 集 4 的 内 集 是 含 在 4 内 的 一 切 开 集 
之 并 。 此 外 再 证 

《 i) 4° 是 开 集 。 

5) 4° 是 4 的 最 大 的 开 子 集 ， 即 若 好 是 含 在 4 中 的 开 
集 ， 册 GCC4ec4。 

《iii》 寻 是 开 集 的 充 要 条 件 为 4= 4°。 

解 ; 设 {G4} 是 有 4 的 一 切 开 子 集 所 构成 的 组 。 若 2E 4°， 
则 E44 的 某 个 开 子 集 ， 即 有 训 使 YEGH,,， 因 此 sw U8, 
从 而 4 SUG。 另 一 方面 ， 车 yEUG， 则 有 到 使 ?9EG， 
因此 2%6E4?， 于 是 由 Qc-4°。 

合 起 来 得 4°= 8 

(Ci) 4 一 4 作为 开 集 之 并 ， 它 是 开 的 。 

《让 ) 著 @ 是 4 的 一 个 开 子 集 ， 则 G94E {G4}， 从 而 : 

GCUG 一 4"c4。 

(ii) 车 4 是 开 集 ， 则 4C4°c-4， 从 而 4=4°。 车 
4=4"， 则 杀 4° 是 开 的 ， 所 以 4 是 开 的 。 ， 

32， 设 4 为 一 个 不 可 分 空间 卫 的 非 空 真子 集 。 求 4 的 
内 集 ， 外 集 和 边界 。 
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解 ， 不 可 分 空间 对 中 只 及 与 多 是 开 集 ， 因 万 4， 故 
名 是 4 的 仅 有 的 开 子 集 ， 因此 int(4) 一 多 。 

类 似 地 ，int(42) 一 她 ， 即 4 的 外 梨 为 空 集 。 于 是 

BCA)=X, 

33. 设 民 上 的 拓扑 + 由 民 , 纪 与 一 切 开 的 无 限 区 出 
如. 二 (4， co) 所 构成 ， 其 中 5E R。 求 闵 无 限 区 间 4=[7，ce) 
的 内 集 、 外 集 与 边界 。 

解 ， 因 为 4 的 内 集 是 4 的 最 大 开 子 集 ， 故 

int4) 一 (7，co)。 
注意 4 一 (一 ce，7) 除 刀 外 不 含 开 集 ， 故 
int(4) 一 ext(4) 一 个。 

乞 的 边界 是 由 不 属于 int( 4) 或 ext(4) 的 这 些 点 所 构成 
的 ， 故 了 4)=( 一 0, 7]。 

34. 求证 定理 5.9，4 一 int(4) U5(4) 

解 ， 因 翌 =int(4)U5(4) Uext(4)， 玖 

int( A) UB(A)) =ext(A), 


所 以 只 须 证， 
(A)*=ext( A), 
设 pEext(4)， 则 有 开 集 人 使 PE GCC-4e*。 由 此 得 
GNA=@, 


所 以 2 不 是 4 的 紊 点 ， 亦 即 D# 4'。 而 p44 故 
pE4U4'=-4， 即 pE(4) 


由 此 得 ext(A) CA)® 
现 设 PE(A)' 二 (4U4):， 网 gE 45， 从 而 有 开 集 好 使 BE 
网 时 《GN\{B) 人 4 一 好 。 


但 也 有 bp 人 #4, 故 G4 二 名, 从 而 BE Gc=4， 了 于 是 
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DEext(4)。 
合 起 来 ， 得 ext(A)=(A), 
35， 设 已 给 二 函数 了 与 9g， 其 定义 如 下 ，f(4)==int( 4) 
即 把 集 4 变 为 4 的 内 集 ，9(4) 二 4， 即 拒 集 4 变 为 4 的 半 、 
包 。 试 用 有 反例 证 明了 与 9 是 不 可 交换 的 。 
解 ， 设 实数 集 R 赋予 通常 拓扑 。 考 察 其 子 集 Q 《有理数 
集 )。 从 例 5.3 知 Q 的 内 集 不 空 ， 因 此 
(g PQ)=IFQ)) =90int(Q)) 
=9(Z)=B = 
另 一 方面 ， 外 一 民 , RR 的 内 集 是 民 本 身 ， 故 
(fogHQ) = fg9(Q))=70) 
=f(R)=R,。 
于 是 go 二 fog， 即 站 与 9 不 可 交换 。 


都 域 、 邻 城 系 


36， 考 察 了 二 {4, 5, c, 32, e} 上 的 拓扑 。 
下 一 { 且 ， 风 ，{@} ，f@， Bb}, {2, cy 0}, {a, b, ce, dA}, 
{a, b, e}}, 

(1) 写 出 点 6 的 一 切 邻 域 ，(ii) 写 出 点 “的 一 切 邻 域 。 

解 ，(i》 所 谓 一 点 的 邻 域 是 指 售 这 点 的 开 集 的 任何 母 
集 。 含 。 的 开 集 是 {6,53,6} 和 有 。{4， 8, 6} 的 母 集 是 
{4,65, 8}, {0,6,c, tj {c $, ge 和 卫 。 交 的 母 集 只 有 
将 。 从 而 。 的 邻 域 组 ， 即 。 的 邻 域 系 是 

LA 一 (ay b, e}, {a, b, 6, e}, {8, b, ad, 6}, R}, 

(ii) 食 * 的 开 集 是 fc o 中), {2, b,c, 0} 各 天 。 因 此 
¢ 的 邻 域 系 是 
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LA6-f{ey cy gj， {a, pc d}, {8, cy d, e}, 二 }。 

37. 求 不 可 分 空间 对 中 的 一 点 的 邻 域 系 。 

解 ， 互 中 仅 有 的 开 集 是 有 与 如， 放 含 P 的 开 集 只 有 羡 。 
此 外 ， 支 的 母 集 只 有 互 ， 帮 .他 一 {j。 

38. 求证 一 点 的 任何 两 个 邻 域 久 与信 的 交加 站 及 
仍 为 的 一 个 邻 域 

解 ， 因 六 和 对 是 呈 点 的 邻 域 ， 故 有 开 集 Cf, 旦 使 

DECGCN vpEHCM 

因此 BEGN RCNN 兴 , 而 G1In 吾 是 开 集 , 故 丸 门 好 是 2 点 
的 一 个 领域 。 

39， 求 证 :2 点 的 一 个 邻 域 如 的 任何 母 集 开 也 是 2 的 
一 个 分 域 。 

解 ， 太 是 Pp 的 一 个 邻 域 , 故 有 开 集 G 存 在 , 使 PEGCN。 
由 假设 ,CU 帮 pPEGCNCMUM。 由 此 得 PEQCH。 这 
说 明 型 也 是 2 的 一 个 辑 域 。 

40. 在 实 直 线 民 的 通常 拓扑 下 , 下 列 诸 区 间 是 否 0 的 一 
个 邻 域 ? 


(1) (去 ,二 ] (Hy) (~1, 01 
ai) [0, 1), (Civ) (0, 41 
各 Eee 人 -二 (二 引 本 -二 


是 开 集 , 帮 ( 一 亏 ， 志 | 是 0 的 一 个 令 域 
(过 和 (二 )， 任何 含 0 前 多 - 开 集 G 必 包含 一 个 含 0 的 
天 区 间 (4, 5)， 即 ，a<0<5， 因此 人 必 同 时 含有 大 于 0 和 有 
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小 于 1 的 两 个 点 。 获 (一 1 呆 及 [0 二 ) 都 不 是 0 点 的 信 域 


(iv) 区 间 《0， 扫 不 包含 0， 故 不 是 0 点 的 邻 域 。 

41. 求证 ， 集 引 是 开 集 的 充 责 条件 是 它 是 它 的 每 一 点 的 
一 个 邻 域 。 

解 ， 假 设 G 是 开 集 ， 则 每 个 点 pE G 属于 包含 在 G 内 的 
开 集 GQ， 因此 GG 是 它 的 每 一 点 的 一 个 邻 域 。 

反之 ， 假 设 妈 是 它 的 每 一 点 的 一 个 邻 域 ， 则 对 于 等 点 
2EG， 有 开 集 Go 存在 ,使 得 PEGscG。 因 此 

G=U{G,: pEG} 

是 开 集 ， 因 为 它 是 开 集 的 并 。 

42。 求证 命题 5.10: 设 .人 为 拓扑 空间 及 中 一 点 9 的 
邻 域 系 ， 则 

Ci》 .人 I 不 空 ， 而 且 多 属于 .人 中 的 每 个 元 素 ， 

《二 ) .434 中 任何 两 个 元 素 之 交 仍 属于 .4 

《过 )》 ,475 中 一 个 元 素 的 任何 母 集 都 属于 .44， 

{iv) 每 个 为 E.A23 都 含 某 一 个 这 样 的 如 E.A5: H 是 它 
的 每 一 点 的 一 个 邻 域 。 

解 ，(i) 车 如 E .1p, 则 有 开 集 GH 存在 , 使 PEGCN。 因 
而 BE 人 。 对 任何 一 点 PEGE， 因 碟 是 开 集 ， 放 互 E-42， 所 
及 -4 二 他 。 

〈 鹿 )》 即 习题 38。 

《证 》 邑 习 题 39。 

(iv) 车 几 E.43， 则 丸 是 二 药 一 个 邻 域 ， 放 有 开 集 9， 
使 PEGCN。 但 由 上 题 , 全 E.4H， 并 且 是 它 的 每 一 点 的 一 
个 邻 域 。 
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于 空间 与 相对 拓扑 


43， 考察 卫 = {a, 5 c,d， 外 上 的 拓扑 ; 
一 { 了 他，{ej {6, 5}, {8, ¢, d}, {a2, po d}, 
{9, 5, e}} 

试 列 出 4={2, c, e} 上 的 相对 拓扑 zx 的 一 切 元 素 。 

解 ，T4 一 {4 从， GET}， 故 的 元 素 是 ， 

ANE-A, AN{o} ={0}, AN {a, es 四 一 te 人 

ANG=, AN{g, 3}={0}, AN {g, 5, co Gd} = {4, o} 

ANl{e, b, e}={0, 时 
换 句 话说 ,74 二 {4, 名 ， {9} 18, cj，{ay 中 }。 注 意 {q cj 不 
是 及 中 开 集 ， 但 是 4 中 的 相对 开 集 ， 即 是 4- 开 集 。 

44。 考察 实 直 线 民 上 的 通常 拓扑 VW， 试 拱 述 正 整 数 集 
N 上 的 相对 拓扑 。 

解 ， 注 意 ， 对 每 个 正 整数 mEN 有 


ai=Nn(m 一 本,m+ 去 ) 


机 (同一 ] ,mm 二 二) 是 一 个 多 - 开 集 ， 这 说 明 N 中 住 何 一 个 
单元 素 集 {m} 都 是 到 药 一 个 相对 开 集 。 从 而 N 的 任 舍 子 集 
也 都 是 相对 于 N 的 开 集 《 因为 它 是 单元 素 集 之 并 )。 这 就 是 
说 Ys 就 是 知 上 的 离散 拓扑 。 

45. 设 4 中 (及 , 人) 的 一 个 全 开 子 集 , 又 设 4CPCX。 
求证 ，4 也 是 卫 的 一 个 立 - 开 集 ， 即 它 对 于 了 上 的 相对 拓 扑 
说 来 也 是 开 集 。 

解 ，r={FMG,， GEr， 但 4CP 及 4ET 放 

4= 了 hn4Erm。 
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46,， 考察 实 直线 民 上 的 通常 拓扑 及， 试问 下 列 各 集 和 
对 于 了 =[0, 1] 是 否 为 开 集 ， 即 是 否 为 rr~ 开 集 。 


(二 由 加 (二 二 Ga (0, 二 | 

解 ， 0G) 注意 (二 ,1] 一 ZN( 去 ,3), 而 (二 ,3) 是 民 内 
下 集 ， 固 此 (于 ,1] 是 了 工 的 相对 开 集 。 

(HD 因 ( 去 , 刀 ) 是 民 内 的 开 集 , 即 (十 ，2 )E 多 ， 故 由 


"3 
上 证 知 它 是 了 的 相对 开 集 : ( 主 ， 2)=ZN (二, 字 )。 


dii) 大 (0, 坦 ] 不 是 工 同 任何 民 的 名- 开 子 集 的 交 ， 故 
它 不 是 和 7- 开 集 。 

47. 设 4 为 拓扑 空间 (ZX, 7) 的 子 集 。 求 证 相对 拓扑 rs 
是 合理 地 定义 了 的 (well-defined)。 换 名 话说， 求证 ， 

w={ANG, GEr} 

是 4 上 的 一 个 拓扑 。 

解 ， 因 + 是 拓 持 ， 故 忆 与 性 属于 z 从 而 4 -4 
与 4f 外 一 弛 均 属于 ra。 这 说 明 4 满足 [OD。 

现 设 {及 :iE 习 是 忒 的 一 个 子 组 ， 则 由 Tt 的 定义 知 ， 
对 每 个 4EI， 有 T- 开 集 G 存在 使 已 一 4 站 G4。 于 是 由 关于 
与 交 作 并 的 分 配 律 得 到 

WE ANG)=AN GD, 


但 (J9, 作 为 开 集 之 着， 它 是 人 开 集 , 因此 (Ez。 
这 说 明 满足 [0.]。 
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瑰 设 二 ,有 ET4s 则 有 G .ET 使 
H=ANG,, HH,=4NG, 

但 因 T 是 一 个 拓扑 ， 故 

GNG,ET, 
从 而 HNH,=(4NG) NANG,) 

=AN (GNG.) ET, 
这 说 明 va 满足 EO,]。 因 此 也 就 证 明了 54 是 4 上 的 一 个 拓 
扑 。 

48. 设 3， z) 是 (了 了 ， Te) 的 一 个 子 空间 ，( 了 ，r*) 又 是 
(2， 5#) 的 一 个 子 空间 。 求 证 (六 ,5) 也 是 (2 rss) 的 一 个 子 
空间 。 

解 ， 因 为 互 CTCZG， 故 ( 习 , 7) 是 2， rs) 的 子 空间 的 
充 要 条 件 是 z 吕 一 T。 

设 GET， 则 因 T= 寿 ， 故 有 GE 住 使 GXflG*， 又 
因 式 =TY", 才 有 G**E 吕 * 使 Gt 二 了 N64*。 因此， 由 于 
CY 了 而 有 

G=XNG*=XNYNGe— 有 (Gs, 
子 是 QE 人 唉 "。 这 说 明 T 己 信 "。 
现 设 GE 位 *， 即 有 五 EYss# 使 @8 一 了 全 站 如。 但 
YNHETY= 人 三 故 人 (YN HET=T。 
于 是 由 互 几 ( 了 门 召 ) 一 马 们 吾 = 邓 得 他 Er。 因 此 既 "Cr。 这 
样 ， 定 理 就 得 到 了 证 明 。 


素 题 


49， 设 多 (了 ) 是 非 空 集 了 的 势 集 ， 即 由 非 空 保 X 的 全 
体 子 集 所 构成 的 集 组 。 又 设 中 多 (了 ) ~ 多 ( 屋 ) 是 一 个 便 等 
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映射 ， 即 对 于 每 个 4c= 忆 有 84) 一 4 

(3) 证 明 有 满足 定理 5.12 中 的 Kuratouski 闭 包公 

、 理 。 

《二 ) 求 矿 上 由 导出 的 拓扑 。 

解 ，(i) 太仓 ) 一 她 ， 所 以 [五 :得 到 满足 。 
4) 二 4 二 4， 所 以 [E,] 得 到 满足 。 
(AU B)=4UB=-b(4)UR(B)， 所 以 [Ks] 得 

到 满足 。 

56(A4)) 一 (4)， 所 以 EK 得 到 满足 。 

(ii 在 的 导出 拓扑 下 ， 一 个 集 了 也 攻 为 闭 集 的 充 要 
条 件 是 F)= 五 。 但 是 对 任何 4C 瑟 有 8 4 一 4 所 以 王 
中 的 任何 集 都 是 闭 集 。 因 此 & 导出 的 拓扑 是 离散 拓 扩 。 

50. 设 * 是 实 直 线 R 上 的 有 限 余 拓 扑 , 又 设 Ccu aa，…》> 
是 民 内 的 数列 ， 它 的 项 两 两 不 同 。 求 证 (eu? 收 敛 于 每 一 个 实 
数 pER。 

解 : 设 4 是 任何 一 个 食 pER 的 开 佘 。 由 腿 余 拓扑 的 
定义 可 知 G* 是 一 个 有 限 集 ， 因 (ev 中 的 项 两 两 不 同 ， 故 Ge 
只 包含 数列 (4,> 中 的 有 限 多 项 。 于 是 G 包含 数列 Ce,> 的 几乎 
所 有 的 项 ， 所 以 Ce 收敛 于 8。 

51. 设 工 是非 空 祭 及 上 一 切 拓 扑 所 构成 的 烧 。 这 个 个 
按 组 包含 关系 成 部 分 序 烧 。 求 证 下 是 一 个 格 (lattice)， 即 车 
S 是 T 前 一 个 非 空 子 烧 ， 则 snp(S) 及 inf(S) 存在 。 

解 : 设 忒 二 由 {T， TE S}， 则 出 定理 5.1 知 ，? 是 一 个 
拓扑 ， 所 以 .ET 生 吉 =inf(S$)。 

现在 设 BB 是 由 S 的 所 有 上 界 所 构成 的 繁 。 注 意 电 是 非 
空前 ， 因 为 。 例 如 说 , 了 上 的 离散 拓 技 多 属于 B。 设 
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aa= 人 1r， YEGB}。 则 也 是 出 定理 5.1 可 知 ， 己 是 尽 上 的 拓 
扑 。 另 外 还 有 ma 一 saP(S)。 

52. 该 及 是 一 个 非 空 人 陈 。 对 于 每 点 PE 已 ， 令 fs 宕 示 
由 互 中 所 有 仿 罗 的 子 集 廊 构 成 的 组 。 

(1 ) 求证 ,ws 满足 定理 5.11 的 邻 域 公理 。 

《六 求 及 上 的 导出 拓扑。 

解 ，(i) 因为 PE 了 ,下 E .oto， 记 以 95 所 习 。 由 假设 ,Pp 
属于 oz 的 每 个 集 ， 所 以 [4,] 得 到 满足 。 

车 型 , WE.obo， 则 pE 型 及 pEN， 所 以 goE 形 们 N。 央 
此 型 站 WE.og。， 所 以 540] 得 到 满足 。 

车 NE.zs 且 NCH， 即 苦 DENC2MN， 则 2pE 开 。 因 此 
型 Epo， 记 以 [4:] 得 到 满足 。 

由 sz, 的 定义 ， 每 个 4CX 具有 性 质 ， 对 于 每 个 pE4 
都 有 4E .wzo， 记 以 [4 得 到 满足 。 

(ii) 在 导出 拓扑 下 一 个 集 4c- 互 是 开 集 的 充 要 条 但 是 
对 每 个 pE4 有 4E.ozo。. 因 为 习 的 每 个 子 集 都 有 这 个 性 质 ， 
所 以 天 上 的 导出 拓扑 是 离散 拓扑 。 


补 充 习 题 

拓扑 空间 

53， 列 出 集合 =19, 5} 上 的 所 有 可 能 的 拓扑 。 

54。 证 明定 理 5.1: 设 {tiET} 是 集合 及 上 的 某 拓 砷 集 ， 
则 站 二 也 是 并 上 的 一 个 拓扑。 

55. 设 下 是 一 个 无 限 集 ， 并 设 + 是 了 上 的 一 个 拓扑 ， 
其 中 有 的 所 有 无 很 于 集 缘 开 ， 试 证 明 t 是 下 上 的 离散 拓 朴 。 
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56. 设 不 是 一 个 无 限 梨 并 设 由 好 与 站 的 所 有 余 集 
为 可 数 集 的 子 集 所 组 成 。 

(i ) 证 明 ( 闵 , *) 是 一 个 拓扑 空间 。 

( 开 ) 如 果 达 是 可 数 的 ， 试 叙述 由 了 所 诀 定 的 拓扑 。 

57. 设 Y 一 {R*， 名} 册 {G4 bE R} 是 平面 民 的 于 集 类 。 
其 中 的 ={《%, 9 zyER, 2%>y 十 村。 

(1 ) 证 明 + 是 R: 上 的 一 个 拓扑。 

(站) 如 果 吸 ER” 出 饭 EN2 代 痊 r 是 否 是 一 个 拓 
扑 ? 如 果 由 “XEQ? 代替 怎么 样 ? 

58， 证 明 ( 民 *, t) 居 一 个 拓扑 空间 ,其 中 的 元 素 是 名 与 
有 限 条 线 和 有 限 个 点 的 余 集 。 

59. 设 {p} 是 任 一 个 使 P# 民 的 单 点 集 , 例如 { 民 }。 义 设 

一 民 U {p}， 并 设 5 是 R* 的 子 集 组 , 它 包 食 尽 的 所 有 

人 Y- 开 于 集 及 民 的 所 有 有 界 的 人 Y- 闲 于 集 (关于 R*) 的 余 集 。 
求证 是 R* 上 的 一 个 拓扑 。 ， 

560. 设 {p} 是 任 - 合 2&RR 的 单元 素 集 ， 并 设 

一 RU{2}。 

再 设 * 为 Rs 的 子 集 组 ， ， 民 的 所 有 子 集 和 和 民 的 所 有 有 
限 子 集 《关于 Re* ) 的 余 集 。 求证 + 是 R* 上 的 一 个 折 扑 。 


聚 点 ， 导 集 
61. 求证 ，4 8 一 (4 有 By’。 
62. 求证 : 车 ?是 集 4 的 一 个 极限 点 ， 则 2 也 是 
4 NM2} 的 一 个 极限 点 。 
63。 求证 ; ' 设 卫 是 一 个 有 限 余 拓 半空 间 ， 到 对 开交 人 
一 子 集 4 来 说 ，4 是 闲 的 。 
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64. 考虑 拓扑 空间 (R, ?7 ， 其 中 站 包 售 及 ， 儿 及 所 有 开 
的 无 限 区 间 盏 ,= (ac, co), 4€ R。 求 下 面 各 集 的 导 集 : 

《i) 区 间 f4，10]; 〈 近 ) 整数 集 工 。 

65, 设 + 为 习题 59 中 所 定义 的 R* 一 RU }p} 上 的 拓扑 。 

(i) 确定 下 列 集合 的 聚 点 :(1) 开 区 间 (%, 5), a, 5ER5 
(2) 无 限 开 区 间 (&, oo), a€R，(3) R。 

(这 ) 确定 R* 中 那些 以 2 为 极限 点 的 子 集 。 

66. 设 记 与 三 为 集 驴 上 的 拓扑 ; mr 粗 于 r， 即 Cza。 

(i) 求证 及 的 子 集 4 的 每 一 nm 育 点 也 是 一 个 立 聚 点 。 

(二 》 物 造 一 个 使 (让 的 逆 命 题 不 成 立 的 例子 。 


著 集 ， 集 合 的 闭 包 ， 黎 密 子 集 


67。 试 构造 一 个 使 闭 集 与 开 集 异同 的 非 高 散 拓扑 空间 。 
68， 求 证 ， 本 站 3 4 人 吾 ， 并 构造 一 个 使 等 式 不 成 立 的 
例子 。 
69， 求 证 ，4 NBC (4N 避 ， 并 构造 一 个 使 等 式 不 成 立 
的 例子 。 
70. 求证 ， 若 4 是 开 集 ， 则 4 全 CT 
71. 求证 设 4 是 (Zr) 的 稠密 子 集 ， 又 设 B 是 天 的 一 
非 空 开 子 集 ， 则 4 人 1Bs 纪 。 
72. 设 z 与 忆 是 下 上 的 拓扑 ，r 粗 于 ma， 求证 总 的 任 一 
子 集 4 的 za- 闭 包 包含 在 4 的 mr- 闲 包 内 。 
73. 求证 一 个 无 限 的 有 限 余 空 间 忆 的 每 一 非 有 限 子 集 在 
开 中 是 稠密 的 。 
”94。 求 证 一 个 不 可 分 空间 卫 的 每 一 非 空 开 子 集 在 总 中 再 
密 。 
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75. 设 及 是 离散 空间 ， 又 设 AC 有 有 , 求 GD int(4)， 
人 extCA), (i) 584) 
76。 求 证，( i ) 5B(4)CC4 当 且 仅 当 4 是 闭 的 。 
(二) 284) 站 4 一 她 当 且 仅 当 4 是 开 的 。 
(六) 4) 一 乞 当 且 仅 当 4 了 肠 开 又 闭 。 
77. 求证 , 若 4n 一 他 , 则 804UB) 一 5(4)UBCB)。 
78. 求证 ，(i) 4 站 了 "一 (4 站 B) 
Ci) A°U BCAUB)®, 
试 构造 一 个 使 (让 中 的 等 式 不 成 立 的 例子 。 
79， 求证，5(4?)C5(4)。 试 构造 一 个 使 等 式 不 成 立 的 
例子 。 
80.* 求 证 ，intC4)Uext(4) 在 卫 中 不 必 秽 密 ( 当 入 == 民 
了 时 是 正确 的 )。 
81. 求 焉 ， 设 艺 与 和 为 了 上 的 拓扑 粗 于 区 即 
TCT 又 设 4C 尺 ， 则 
(i) 4 的 mn- 欠 集 是 4 的 2- 内 集 的 子 集 。 
(ii》A 的 zz- 边界 是 妈 的 rt- 边界 的 子 佘 。 
邻 域 、 邻 域 系 


82. 设 且 是 一 有 限 余 拓扑 空 间 ， 求 证 点 PE 县 的 每 “ 信 
域 是 一 开 集 。 

83, 设 久 是 一 个 不 可 分 空间 ， 试 确定 任 一 点 BE 互 的 令 
域 系 人 5。 

84， 求证 车 . 伯 是 有 限 的 , 则 间 { 玉 ，NE .N45} 属于 -从 。 
译注， 水 题 在 第 一 版 中 有 襄 ， 现 据 第 二 找 收 正 。 
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子 空 间 ， 相 对 拓扑 


85. 求证 离散 空间 的 每 一 子 空 间 也 是 离散 的 。 

86， 求证 不 可 分 空间 的 每 一 子 空间 也 是 不 可 分 前 。 

87. 设 ( 了 , Ty) 是 (ZX, r) 的 一 个 子 空间 , 求证 了 是 
Tp- 闲 的 ， 当 且 仅 当 卫 = 了 几 F， 其 中 万 是 的- 闭 子 集 。 

88， 设 (4, Ts) 是 (也 , ) 的 一 个 子 空间 。 求 证 rs 由 包含 
在 4 中 的 的 元 素 组 成 ， 即 Ti={G，GC4, GET}， 当 上 且 
仅 当 4 是 及 的 一 个 5- 开 子 集 。 

89. 设 ( 了 , Ty) 是 (下 , 如 的 一 个 子 空间 ， 对 了 的 任 一 子 
集 4， 设 二 与 4" 是 4 关于 上 的 闭 包 和 内 集 ， 并 设 (4)y 与 
(4°)y 是 4 关于 rr 的 闭 包 和 内 集 ， 求 证 ， 

(1) (Dr=4NY, (Hi) 4°=(4°)rNY°, 

90. 设 4, 好 与 0 是 拓扑 空间 卫 的 子 集 ， 具 有 关系 CC 
AUB。 车 对 4, 和 4UB 赋 以 相对 拓 扩 ,求证 0 关于 
4UB 是 开 移 ， 当 且 仅 当 CN 4 关于 4 是 开 的 ,CNB 关于 
是 开 的 。 


拓扑 的 等 价 定义 


91。 求证 定理 5.11: 设 且 是 一 非 空 集 , 又 设 对 每 点 
8€ 半 指定 也 的 一 个 子 集 组 .oz 与 之 对 应 ， 而 这 个 集 组 7; 
满足 下 列 四 条 公理 ， 

[41] wp 不 空 而 9 属于 .Yo 的 每 一 个 元 素 。 

[E42] lo 的 任 两 个 元 素 的 交 属 于 .fs 。 

[4s] Ws 的 元 素 的 每 一 母 集 属 于 .tv 。 

[4.] 每 一 元 素 入 € wp, 是 元 素 GE.obi 的 一 个 母 集 ， 使 
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对 每 一 "EC 有 邓 E-xo。 
则 对 上 有 一 个 且 只 有 一 个 拓扑 r， 使 .V9 是 点 PEX 的 全 令 
域 系 。 
92. 求证 定理 5.12; 设 忆 是 一 个 非 空 符 ， 又 设 
bh, P(E)>P(R) 

满足 下 面 的 四 条 Kuratouski 闵 包 公理 

[LK] FG)=, [ERs] ACh(A), 

[Rs] FCAU B)—B(AY URCB), LR] E(BCAY)=ECA), 
则 有 圣 上 有 一 个 且 只 有 一 个 拓扑 + 使 大 4) 是 4C 丸 的 全 闭 
包 。 

93， 求证 ， 设 刀 是 一 个 非 空 集 ， 又 设 i 多 (全)> 儿 (XX) 
满足 如 下 性 质 : 

《 1) 放 及 ) 一 及 (Hii) (A)cd, 

(i) i AUB)=iA) UB), (iv) ii(A))=i Ad), 
则 甩 上 有 有 一 个 且 只 有 一 个 托 扑 "， 使 得 义 4) 是 4C 怠 的 二 内 
集 。 

94. 求 证， 设 及 是 一 个 非 空 集 ， 又 设 多 是 满足 如 下 性 
质 的 习 的 子 集 组 ， 

(i) 过 与 好 属于 多 

(站) :多 的 任意 多 个 元 素 前 交 属 于 多 ， 

(过 ) 多 的 任何 两 个 元 素 的 并 属于 多 ， 

则 圣 上 有 一 个 且 仅 有 一 个 拓扑 5， 使 了 的 元 素 恰 好 是 且 的 
T- 闭 子 集 。 

95. 设 实 数 ER 的 一 个 邻 域 是 任 一 包含 p 与 开 区 间 
{4, 5) 中 所 有 有 理 数 的 集合 ， 其 中 56<<p<-D。 

《i ) 求证 这 些 邻 域 实际 上 满足 邻 域 公理 ， 因 面 定 义 实 
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直线 民 上 的 一 个 拓扑 。 

《站 )》 求证 任 一 无 理 数 集 不 含 任何 聚 点 。 

《这 》 求证 任 一 无 理 数列 ， 如 《4m/2, /3, 7/4,…》， 不 
族人 敏 。 


补充 习题 答案 

53. 和 ,0}，{ 革 ，{9}, 分 }，{, {8}, BD} 与 {， 
{0}, {6}, OS}。 

56。(ii) 离散 折 扑 。 

64, (1) 〔 一 co，10]，(ii) R。 

65， (i), (1) [o 6], (2) [eco)U{p}，《3) R*。 
《ii) 民 的 无 界 子 集 。 

67. X={0, b, ce}, t=—{X, , {4, b}, {c}}。 

75. (i) A4, (Ci) 4:, (i) 多。 

80, 设 症 ={4, 8} 是 一 个 不 可 分 空间 ， 又 设 4 二 {38}。 
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第 六 章 基 与 准 基 


拓扑 的 基 (Base for a topology ) 


设 (处 , *) 为 一 拓扑 空间 ， 比 为 也 的 一 个 开 集 组 ， 即 B 
CT, 车 

(iD 每 个 开 集 9Er 都 可 表示 为 多 中 茶 些 集 的 并 ， 则 称 
绍 为 拓扑 了 的 一 个 基 〈base)。 

换个 说 法 ， 也 可 叙述 如 下 ， 知 

《it 对 开 集 分 的 任何 一 点 P， 都 有 BE 绍 奏 在 ,使 bE 
BCG， 则 称 绍 为 ? 的 一 个 基 。 

例 1.1 实 直 线 民 上 的 一 切 开 区 间 所 构成 的 组 是 民 上 
通常 拓扑 的 一 个 基 。 因 若 GCR 是 开 集 ， 同时 BE ， 则 由 
开 集 的 定义 知 有 开 区 间 (&， 了) 合 PE (DCG。 

例 1.2 R* 上 一 切 以 平行 于 sw 轴 禾 轴 的 线段 为 边 的 夫 
形 所 成 的 组 缩 电 构成 R* 上 通常 拓 
装 的 一 个 基 。 因 设 GCR? 是 开 集 ， 
同时 BEG 则 有 以 为 中 心 的 开盘 
号 ,使 PE DoCSG， 则 如 图 所 示 的 开 
矩形 召 (其 四 点 在 圆周 上 ) 满 足 

EBCDCIG—>PE BCG, 
灼 缩 满足 前 面 的 ( 芝 )。 所 以 缔 是 一 
个 基 。 
例 1.3 考察 任何 离散 空间 【 忆 ， 急 )， 则 中 上 一 切 单 元 
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素 集 所 成 的 组 哆 一 {{ 人 j，2E 弟 | 是 发 上 汕 表 拓 扒 驴 的 一 个 
基 。 这 是 因为 每 个 单元 素 集 {p} 都 是 一 个 印 - 开 集 ， 因 为 等 
个 4 己 及 是 煞 - 开 的 ， 而 每 个 集 部 是 单元 素 集 的 并 。 事实 上 
还 可 知道 ， 肝 的 任何 其 他 子 集 组 绍 * 成 为 转 的 一 个 基 的 充 要 
条 件 是 它 是 绍 的 入 姐 ， 好 绍 * 一 地 

现在 问 ， 已 给 集 了 上 的 集 组 绍 ， 在 何 条 件 下 乡 能 成 为 及 
上 菜 个 拓扑 的 基 ? 显然 必须 有 交 一 U{B，BE 多 }， 这 是 因 
,为 在 也 上 的 任何 拓扑 中 ， 及 都 是 一 个 开 集 。 但 下 面 的 例子 说 
明 ， 仅 此 一 个 条 件 还 不 是 充分 的 。 

例 1.4 设 生 ={6， 5 cf， 则 集 组 8 二 {8,50},}{5, c}} 
不 能 成 为 及 上 任何 拓 补 的 一 个 天， 因为 包车 细 是 丸 上 某 一 括 
村 的 一 个 基 的 话 ， 则 {8,5} 与 {5,6} 部 是 开 集 ， 它 们 的 交 
{9 5} 间 {0 6} 一 {2} 也 将 是 开 集 ， 但 {0} 不 是 缩 的 元 素 之 并 。 

”直面 的 定理 给 出 一 个 集 组 成 为 菜 个 拓扑 的 基 的 充 要 条 
件 。 
定理 .1 设 绍 是 非 空 集 且 上 的 一 个 集 组 , 则 才 成 为 上 某 
全 拓扑 的 一 个 基 的 充 要 条 件 是 它 具 备 下 列 二 个 性 质 ， 

(1) X=U{B, BEGB}, 

《站 ) 朋 中 任何 二 集 卫 与 了 x 的 交 召 8 是 多 中 的 某 
些 集 之 并 。 换 种 说 法 ， 也 就 是 : 车 PE BN Bs， 则 BoE 地 
使 pe BcCBN By。 

例 1.5 设 鹃 为 实 直线 民 上 一 切 在 开 右 闭 区 间 所 多 成 
We B={(0, b]: 0, bER, 9<b} 

其 显然 有 民 = Uf(e, 5]，(4, 引 E 络 }， 因 为 每 个 实数 必 属 
于 及 个 左 开 右 闭 区 间 。 另 外 ， 任 何 两 个 在 开 右 闭 区 间 之 交 或 
为 室 集 或 为 另 一 个 左 开 右 闭 区 间 。 例 如 
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车 a<cec<8<ad, 则 (o 也 1(es j==(0, 区 ,如 下 图 所 订 。 


& [3 b a 
因此 邻 T 表 示 一 切 可 以 表示 为 诺 开 襄 闭 区 间 之 并 的 集 岂 神 成 
的 集 组 ， 则 5 是 民 上 前 一 个 拓 首 ， 这 个 拓 掉 称 为 民 上 的 上 
极 腿 拓扑 《upper limit topology), 绍 是 它 的 一 个 基 。 注 意 
TY 
类 似 地 ， 左 闭 右 开 区 间 组 s 

Br*={[a, 6): 4, bER, a<b} 
也 是 申 上 的 一 个 丘 盾 T* 的 基 , 这 个 拓 提 称 为 民 上 的 下 报 限 
拓扑 (lower limit topology)。 


准 基 ( Subbases》 


设 (了 T) 是 一 个 拓扑 空间 ， 全 是 及 的 一 个 开 集 组 ， 即 
人 S*。 如 果 一 切 人 中 有 限 个 集 之 交 构 成 了 的 一 个 基 ， 出 
仿 称 为 并 上 的 拓扑 的 一 个 准 其 (subbase) 。 

例 2.1 民 中 任何 开 区 间 (&, 5) 都 可 表亲 为 两 个 无 限 开 
区 间 (4， ce) 与 (一 coy 5) 之 交 ， 

(Gy P=(8, eco) 站 (一 co b) 

而 开 区 间 组 是 民 上 的 通常 拓 相 的 一 个 基 ， 所 以 一 切 无 限 开 
区 间 所 构成 的 组 是 民 的 一 个 准 基 。 

例 2.2 平面 民 * 上 无 限 开 摸 带 与 无 限 开 坚 带 之 交 是 一 
个 开 矩形 ， 如 下 图 所 示 
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CT ee tem ， 
ee -> ee 


但 如 前 所 述 ， 逢 矩形 组 煌 成 民 : 上 通常 拓扑 的 一 个 基 。 
从 而 ， 一 切 无 限 开 横 带 与 一 切 无 限 开 坚 带 所 成 之 组 人 @ 是 民 : 
上 通常 括 扑 的 一 个 准 基 。 


由 集 组 产生 的 拓扑 (Topologies generated 


by classes of stes ) 


设 .wp 为 非 空 集 卫 的 一 个 子 集 组 ， 则 前面 已 论证 过 ，. 可 
以 不 是 及 上 任何 拓扑 的 基 。 然 而 , .x 却 总 是 能 够 在 下 述 的 意 
义 下 产生 (generates) 了 上 的 一 个 拓扑 的 。 
定理 6.2 设 任 给 非 冠 集 下 的 一 个 子 集 组 .qf， 划 及 上 有 队 一 
的 拓扑 Y， 使 .sg 成 为 Y 的 一 个 准 基 。 即 : 由 一 切 能 表 
达 为 wb 中 有 限 个 集 之 交 的 集 所 构成 的 集 组 就 是 琶 上 的 
这 个 拓扑 ?的 基 。 
例 3.1 考察 屋 一 {2， 5 C0, 四 的 子 集 组 
= {{0, b}, {68, ce}, {0}} 
划 .og 中 之 集 的 有 限 交 产生 下 面 的 集 组 
B={{0, b}, {6, c}, {a:, {16},@, X} 
《 注 ， 三 6 哆 是 按照 下 面 的 规定 得 到 的 。 这 个 规定 是 ，.22 的 
空子 组 之 灾 是 侈 空间 )。 
取 妇 中 之 集 的 一 切 可 能 的 并 ， 得 下 面 的 集 组 : 
T={{0, 8},16, c}, {d}, 140}, 2, X, {8, 5, d}, 
18, ¢, 0}, (5, 0}, {a, 5, ¢}} 
这 就 是 四 上 的 由 集 组 .所 产生 的 撕 朴 。 
例 3.2 设 ( 琶 及)》 为 菜 一 非 空 的 全 序 集 。 则 由 站 的 下 
述 形 式 的 子 集 
{zEX ZA<DB PER} 或 {LEX p<, pEX} 
构成 的 集 组 所 产生 的 拓 提 称 为 XX 上 的 序 拓 护 《order topology 
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Te 


on 下 )。 注 意 :由 例 2.1 可 知 ， 民 上 的 通常 拓扑 就 是 民 上 的 
《自然 ) 序 拓扑。 
由 一 集 组 产生 的 拓扑 也 可 以 用 下 面 的 命题 来 描述 : 
命 是 6.3 设 .wf 为 非 空 集 卫 上 的 一 个 集 组 ， 则 也 上 由 .oY 产生 
的 丘 扩 是 马上 一 切 含有 .xY 的 那些 拓扑 的 交 。 


局 部 基 ( Local bases) 


设 2 为 拓扑 空间 忆 的 任意 一 点 ;级 "为 一 开 集 组 ， 其 中 
每 个 开 集 都 含 9 点 。 若 鹤 , 有 这 样 的 性 质 ， 对 于 每 个 食 了 点 
的 开 集 G， 有 GoE 多 存在， 使 得 2E GaoCG， 则 开 集 组 有 
称 为 p 点 处 的 一 个 局 部 基 (a local base ar p)。 

例 4.1 考察 平面 RR 上 的 通常 拓 打 及 其 上 的 一 点 PER? 
划 以 名 为 中 心 的 一 切 开 国 盘 所 构成 的 组 绍 p 是 点 处 的 一 个 
局 部 基 。 因 为 如 前 面 所 证 ， 住 何 含 及 点 的 开 集 伴 必 会 一 个 以 
多 为 中 心 的 开国 盘 D,， 如 下 图 所 示 ; 

类 似 地 ， 直 线 民 上 的 以 4E 民 
为 中 心 的 一 切 开 区 间 (4 一 6, 4 十 86) 
所 构成 的 集 组 是 点 4 处 的 一 个 局 部 
基 。 

一 个 拓扑 的 基 《 有 时 也 说 “一 
个 大 范围 的 基 ” 一 一 (a base in the 
large》 与 在 一 点 处 的 局 部 基 之 间 有 下 面 的 命题 所 说 的 关系 。 
命题 6.4 设 和 B 为 上 的 拓扑 7 的 一 个 亲 ， 又 设 PE 了。 则 绍 

中 一 切 含 P 点 之 集 所 构成 的 集 组 是 ?了 点 处 的 一 个 局 部 

前 而 有 些 用 含 2 点 前 开 集 来 定义 的 梳 念 ， 也 可 以 用 2 点 
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处 的 启 部 基 来 刻 划 ， 例 如 ， 
命题 6.5 拓扑 空间 马 中 的 一 点 2 成 为 集合 4C 马 的 聚 点 的 
充 要 条 忻 是 少 点 处 一 个 局 部 基 的 每 个 集 都 含有 4 中 的 
一 个 异 于 名 的 点 。 
命题 6.6 ”拓扑 空间 届 的 一 个 点 列 《gl 4.，…》 收 化 于 PE 了 XY 
的 充 要 条 忻 是 :2 点 处 一 个 局 部 基 的 每 个 集 都 含有 点 
询 中 岂 乎 所 有 的 项 。 
由 前 面 的 三 个 命题 可 以 得 到 下 面 的 有 用 的 推论 ; 
推论 6.7 设 儿 为 及 上 的 掩护 + 的 一 个 基 ， 则 ， 
(i) pE 玉成 为 4 己 也 的 一 个 聚 点 的 充 要 条 件 是 乡 中 任 
何 含 p 的 开 的 共 集 BB 都 合 有 4 的 一 个 蜡 于 了 的 点 。 
(及 中 的 点 列 C@1, 041,…) 收 化 于 pEX 的 充 要 条 件 是 
绍 中 任何 合 P? 的 开 的 基 集 互 都 含 点 列 中 几乎 所 有 的 项 。 
例 4.2 考察 尺 上 的 下 极限 拓扑 Y。 一切 堪 闭 右 开 的 区 
间 所 成 的 集 是 此 拓扑 的 一 个 基 。 令 4 一 (0， 1), 则 因 人 二 [1， 
2) 是 一 个 了 - 开 集 ， 它 含 1， 而 FN 4 一 久 ， 款 1 不 是 4 的 
聚 点 。 
嚼 一 方面 ，0E 尽 却 是 4 的 一 个 聚 皮 ， 这 是 因为 若 开 的 
基 集 [4 本 含有 0 时 ， 即 40<5 时， 它 亦 必 合 生 的 异 于 0 
的 点 。 


1. 求证 关 于 拓扑 之 基 的 两 种 定义 的 等 价 性 ， 即 ， 设 多 
是 了 的 一 个 子 组 ， 虽 下 面 两 个 命 感 是 等 价 的 ; 


一 816 一 


(1) 每 个 BE 都 可 表 为 多 中 某 些 集 的 并 。 

《站 》 对 于 开 集 前 每 一 点 2 有 杞 E 引 使 pEBcG。 

解 : 车 =(JB， 其 中 BE 妇 ， 则 每 点 PE9=L 如 属 
于 此 并 中 至 少 一 个 集 吾 o ， 所 以 

PE Bo C B=G, 

另 一 方面 ， 若 对 每 点 pEG， 有 轧 E 雪 使 DEBCG， 
则 G=U{B,: pEG}。 

因此 G 是 多 中 一 些 集 的 并 。 

2. 考察 R* 平面 上 两 个 子 集 组 : 

《 1 ) 所 有 开 的 等 边 三 角形 所 构成 的 组 ， 

(六) 所 有 开 的 正方 形 ， 其 边 与 坐标 轴 平 行者 所 构成 的 
组 。 间 这 两 个 集 组 是 否 各 构成 RR: 上 通常 拖 扑 的 一 个 基 ? 

解 ， 上 面 黄 个 集 组 都 是 民 * 上 通常 扼 扑 的 基 。 因 为 设 忆 
是 R* 上 一 个 开 子 集 , 又 设 pE G。 则 有 一 个 以 ?为 中 心 的 开 
盘 Dp， 使 pE D,CG。 则 可 作 等 边 三 角形 、 也 可 作 正 方形 内 
接 于 D,， 如 下 图 所 示 ; 


因此 上 述 二 集 组 中 的 每 个 集 组 痢 满 足 折 扩 的 基 的 第 二 种 
定义 。 
3. 设 妇 是 娘 上 的 拓扑? 的 一 个 基 ， 弛 * 是 一 个 开 集 
组 ， 它 会 及 作为 子 组 ， 即 ， 夫 一 及 *CT。 求 证 ， 胸 # 也 是 局 
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的 一 个 基 。 

解 : 设 B 是 并 的 一 个 开 子 集 。 因 为 跑 是 (部 , 5) 的 基 , 所 
以 他 是 网 中 之 集 的 并 ， 即 邓 一 Bo 其 中 如 EE 放 。 但 是 绕 
CB*， 因此 每 个 BLE 才 也 属于 绍 *。 因 此 ，G 是 多 * 中 之 
集 的 并 ， 所 以 跑 * 也 是 (及 , +) 的 基 。 

《4。 设 马 是 府 散 空间 ， 又 设 及 是 嘉 的 一 切 单元 素 集 所 构 
成 的 组 ， 即 绍 一 {{p}: BE XX}。 求 证 ， 闵 中 任何 于 集 组 绍 * 
成 为 立 的 一 个 基 的 充 要 条 件 是 它 是 有 的 一 个 母 集 。 

解 ， 设 组 * 是 瑟 的 一 个 基 ， 因 为 在 离散 拓扑 空间 中 ， 每 
个 单元 素 集 都 是 一 个 开 集 ， 故 {p} 必须 是 弛 * 中 之 集 的 并 。 
但 {2} 只 能 是 它 自己 或 它 和 多 之 并 ， 所 以 绿 * 必须 含 每 个 
{2}， 即 绥 玫 哆 *。 

反之 , 车 儿 二 绍 *， 风 因 乡 是 骤 的 一 个 基 ， 所 以 乡 * 也 
是 蒜 的 一 个 基 ( 见 例 1.3)。 

5， 求 证 定理 6.1:， 设 朋 是非 室 集 互 上 的 一 个 集 组 ， 则 
多 能 成 为 上 某 个 拓 填 的 一 个 基 的 充 要 条 件 是 它 具 备 下 列 两 
个 性 质 ; 

(i) X=U{B. BEg}; 

《站 》 乡 中 任何 两 个 集 B 与 B* 的 交 B 站 Bx 是 胸中 的 某 
些 集 之 并 。 换 种 说 法 ， 也 就 是 ， 若 pE B[1 Bx*， 则 有 B,E 绝 
使 PE BBNB*。 

解 ， 设 少 足 马上 的 一 个 拓扑 + 的 一 个 基 ， 则 畴 对 是 开 
集 ， 它 必须 是 乡 中 的 一 些 集 之 并 ， 从 而 也 就 等 于 乡 中 一 切 集 
之 并 ,也 一 U1{B， BE 鹏 }。 另 外 ， 任 取 绍 中 的 责 个 集 了 与 
B*， 则 因 它 们 是 开 集 ， 所 以 它们 的 交 Bfl B* 也 是 开 集 ， 从 
而 因 多 是 基 ， 故 开 集 五 人 B* 可 以 表示 为 多 中 某 些 集 之 并 。 
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这 证 明了 ， 车 多 是 一 个 基 ， 则 (i)( 直 必须 成 立 。 

现在 反 过 来 ， 设 雪 是 也 上 的 集 组 ， 洲 足 (D 与 (i)。 令 7 
表示 卫 上 能 表达 为 多 中 某 些 集 之 并 的 这 种 集 所 构成 的 集 组 。 
我 们 来 证 明 是 也 上 的 拓扑 。 由 此 便 知 经” 就 是 这 个 拓 持 
下 的 基 。 

由 G， 下 = U1B，BE }， 故 于 Er。 而 纪 是 二 中 前 
窗子 组 之 并 ， 即 亿 = U 1B，BE 他 C 有 }， 故 局 Er。 因此 ， 
< 注 足 [O,]。 

设 {Gj 为 + 的 一 个 子 组 ， 则 由 的 定义 ， 每 个 G， 都 可 
表 为 妇 中 一 些 集 的 并 ， 因 此 LJG 也 可 天 为 经 中 一 些 集 的 并 。 
所 以 JG4Es。 这 说 明 7 洲 足 [O,J。 

最 后 ， 设 G， BEr， 要 证 ，GI 及 ET。 由 + 的 定义 ， 
殉 有 责 个 子 组 {B: iET} 及 {Bt jE 使 

G 一 HB3， H=UB; 
于 是 由 分 配 律 得 
cnB=-(JBOnKUB) 
=U{B,NB, 1€D, iE, 
而 由 假设 (i) 知 Bi Bs 是 儿 中 的 集 之 并 , 因此 GNH=U 
{及 NB，iE 1 jE 放 也 是 中 的 集 之 并 ， 因 此 GN 由 HET。 
这 说 明 满 足 [OJ。 

这 样 就 证 明了 7 是 五 上 的 一 个 拓扑 ， 而 多 是 它 的 基 。 

6， 设 ， 妇 与 8* 分 别 为 了 上 的 拓扑 ?与 的 基 。 来 
证 ， 营 每 个 BE 多 都 可 表 为 弘 * 中 的 元 素 之 并 ， 则 f 比 人 
粗 糖 ， 即 *Czx。 

解 ， 设 G 是 r - 开 集 ， 则 G 是 中 的 元 素 之 并 ， 即 G 一 
LUB。 其 中 BiE 级。 但 由 假设 ， 每 个 及 E 鲍 是 到 * 的 元 素 
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之 并 ， 因 此 G~LJB, 也 是 9 ”的 元 素 之 并 , 而 这 些 元 素 是 9 
- 开 集 。 因 此 信也 是 *- 开 集 。 所 以 ?Ct*。 

7. 求证 ， 实 直线 民 上 的 通常 拓扑 VY 比 民 上 的 上 极 限 
拓扑 粗糙 (一切 形 如 (s; 了 四 的 左 开 右 闭 区 间 之 集 是 + 的 一 
个 基 )。 

解 ， 首 先 注意 ， 每 个 开 集 都 可 表 为 一 些 左 开 右 闭 区 同 之 
并 ， 例 如 


0, 6)=U{ ,5-1 :neEN} 


而 由 前 面 的 习题 ， 我 们 知道 开 区 间 组 是 多 的 基 ， 故 伐 己 +， 
即 任何 多 - 开 集 也 是 * - 开 集 。 
8， 考察 实 直线 民 上 的 上 极限 拓扑 + (一切 形 如 (4, 的 
的 左 开 右 闭 区 间 记 构成 的 集 是 + 的 一 个 基 )。 
《i) 求证 : 开 无 跟 区 间 (4yce) 及 闭 无 限 区 则 (一 co， 3] 是 
TY- 开 集 。 
(ii) 求证 ， 和 任何 开 无 限 区 间 〈% ce) 及 任何 闭 无 限 区 闻 
(一 co， 5] 都 是 +~ 开 集 。 
(地 求证 ， 征 何 左 开 右 闭 区 闻 (4, 8] 既是 7 - 开 集 也 是 
f - 闭 集 。 
和 解 ，(i) 因 
(dy 00)=(4, 5JU (C4; 6IU C4, 73U (4, 8]U 
(~co 21=(0, 2JU (~—1, 21U (~2, 21U 
两 者 都 是 上 的 一 些 基 元 素 之 并 故 它们 都 是 * - 开 集 。 
《it) 类 似 地 
8, eco) 一 (9 s+1IU (4, 4 十 2]U (ss s+3JU 
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(一 oo 了 = 包罗 LU 地 一 2 BU - 3, 5] 
U8—4, 8IU 
所 以 都 是 * - 开 集 。 
《 诈 ) (o 四- 一 (一 co， 9]U G，=)》 右边 两 个 乐 都 是 * ~ 
开 集 ， 所 以 它们 的 并 也 是 z- 开 集 。 从 而 (4, 51 是 了 - 闲 集 。 
但 (a, 幻 属 于 的 基 ， 所 以 它 又 是 - 开 集 。 


准 基 与 由 已 知 集 组 产生 的 拓扑 


9. 设 人 X={a, Do d, e}。 令 一 {1{4, b,c}, {6, 4d}, 
但 ,6e}} 求人 上 由 ol 产生 的 拓扑 。 
解 ， 首先 求 og 中 之 集 的 一 切 有 限 交 而 得 集 组 及 ， 
B=1{X, 18, 6, cj {0, 8 {a, ¢}, {0}, {0}, OB} 
( 注 : 卫 E 绍 是 由 于 按 规定 ，.xy 的 空子 组 之 交 是 芋 )。 
然后 求 及 中 之 集 的 一 切 可 能 的 并 ， 得 Y: 
T={¥, {8, 8, c}, {0, 0 ，{2， e}, 40}, {0}, 
{0, b, c, 0}, {0, Qa, e}} 
这 就 是 及 上 由 集 组 wy 产 生 的 的 拓扑 。 
10. 设 .为 实 直线 民 上 所 有 长 度 为 工 的 闭 区 间 [e, 4 十 4 
所 构成 的 组 ， 求 .好 所 产生 的 拓扑 。 ， 
解 ， 设 2 表示 民 上 的 一 点 。 因 闭 区 间 [2 一 b 9] 和 [2 
?+ 世 的 长 度 都 是 1， 所 以 都 属于 .oz。 因 比 
[oe—1, NCe, p+11={p} 
也 雇 于 Y。 这 说 明 每 个 单元 素 集 {8} 者 属于 7。 因 此 Tt 是 甩 
上 的 离散 拓扑 。 
11. 设 .2 为 R* 上 所 有 形 如 下 述 的 半 平 面 瑟 所 构 咸 的 集 : 
器 ={《w, gj x<4 或 %>4 或 y<6 或 y>} 
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《 见 下 图 》 


2 多 
2 2 


试 求 R* 上 由 .x 所 产生 的 拓扑。 
解 ， 注 意 ，R* 上 每 个 开 矩 形 
B={(%, yg seb, ccy<a} 
是 ,x 中 的 下 列 四 个 半 平面 之 交 ， 
H,={r, y): oo} 
H,={C%, YY: wb} 
H,={%, y): cy} 
H,={(%, y): y<a} 
而 每 个 日 E se 都 是 多 - 开 集 ， 且 所 有 形 如 的 开 矩 形 所 构成 
的 集 是 民 : 上 通常 拓扑 多 的 一 个 基 ， 所 以 .oz 是 多 的 一 个 准 基 。 
因此 .xy 所 产生 的 拓扑 就 是 R* 上 的 通常 拓扑 。 
12， 考察 及 一 {4, 8, 0, 9, 时 上 的 离散 拓扑 多 。 试 求 多 
的 一 个 准 基 5、 要 求 8 不 信任 何 单元 素 集 。 
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解 只 须 注意 ， 交 前 一 个 子 集 组 用 成 为 并 上 的 离散 拓扑 
乡 的 一 个 革 的 充 要 条 件 是 它 含 X 的 所 有 单元 素 集 。 因 此 各 成 
为 多 的 一 个 准 共 的 完 要 条 件 是 5 中 的 集 的 一 切 有 限 交 能 给 出 
{9}s {本 ， oj {8}, {9}。 由 此 可 名 

$={{%, 5}, {8, ce}, {c, 0}, {4, e}, {0, &}} 
是 多 的 一 个 准 基 。 

13. 设 8 是 六 上 的 拓 扑 T 的 一 个 涂 基 。 又 设 4 是 了 的 一 
个 子 集 ， 求证, 集 组 64 一 {4 站 8，SE 8} 是 4 上 的 相对 并 
扑 54 的 一 个 准 基 。 

解 : 设 日 是 4 上 的 ?4- 开 集 ， 则 上 有 - 开 集 9 使 

H=ANG, 
按 假设 ，8 是 + 的 一 个 准 基 ， 故 
GJ(Sa NSaf fn) 基 SnE § 


因此 H-ANG-ANIGS, Nef Sm, )] 
= LANS YN NANSm 条 


这 就 是 说 ,号 是 64 中 的 有 限 交 之 并 。 这 说 明 84 是 ra 的 一 
个 准 基 。 

14. 求证 ; 所 有 形 如 (ge， 与 [0, 5) 的 区 间 , 其 中 0<a， 
5<1, 鬼 成 单位 区 间 了 =[0, 1] 上 相对 通常 拓 扩 的 一 个 准 基 。 

解 ， 只 须 注意 ， 形 如 (es co) 及 (一 oo, $8) 的 一 切 无 限 开 
区 间 构 成 实 家 线 民 上 通常 拓 扩 的 一 个 准 基 。 出 上 题 便 知 ， 这 
些 无 限 开 区 间 与 [0, 1]= 了 的 交 构 成 了 上 相对 拓 掉 的 一 个 准 
基 。 这 些 交 集 就 是 多 , J， (a, 二，[0， 5)， 其 中 0<a, 8<1。 
但 在 任何 准 基 中 都 可 以 删 去 多 和 整个 空间 (在 这 里 是 了) 的 ， 
故 一 切 形 如 (&s 二 与 [0, 5) 的 区 间 构 咸 了 的 一 个 准 基 。 
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18。 求证 车 全 同时 是 六 上 的 拓 引 与 mx 的 一 个 次 
基 ， 则 r 一 fr。 

解 设 GEr。 则 因 人 是 * 的 一 个 准 基 ， 故人 可 表 为 ， 

CUGSan nsw)， 其 中 SuES。 

但 8 也 是 供 的 子 基 ， 从 而 8Crm， 于 是 每 个 ,者 属于 ze， 
而 * 是 一 个 提 , 括 所 以 从 上 而 的 表达 式 拓 人 Ex。 于 是 rc 
咪 。 类 似 地 可 得 rtcCe， 故 r 一 re。 

16. 求证 定理 6.2， 设 任 给 非 空 集 入 的 一 个 季 集 组 0 
则 了 上 有 唯一 的 丘 加 5。 使 ef 是 + 的 一 个 准 基 。 亦 即 ， 由 汉 
中 元 索 的 一 切 有 限 交 构 成 并 上 的 一 个 拓扑 下 之 基 。 

解 先 求证 明 s 的 一 切 有 限 交 所 构成 的 组 多 满足 定理 
6.1 的 两 个 条 件 : 

(i) X=U{B, BEGB}, 

《ii) 闫 9 也 E 多 , 则 GNl 且 可 表 为 名 中 之 集 的 并 (证 
明 后 ， 便 知 乡 是 于 上 的 一 个 折 利 的 基 )。 

由 规定 ， 卫 的 子 集 组 y 的 空子 组 之 交 就 是 琶 本 身 ， 所 
以 屋 E 号， 从 而 自然 有 。 

X=U{B, BEG}, 

其 次 设 G, EJ8， 则 因 G 互 都 是 xy 中 有 限 个 集 的 交 ， 
放 @f 如 也 是 of 中 有 限 个 集 的 交 ， 从 而 GN 及 E 急 。 

这 样 就 证 明了 乡 是 也 上 的 一 个 白 扑 + 的 基 ， 而 .是 它 的 
准 基 。 并 由 上 一 习题 知 ，" 是 唯一 的 。 

17， 求 证 命题 6.3， 设 wy 为 非 空 集 外 的 一 个 子 集 组 ， 则 
由 .产生 的 时 上 的 拓扑 工 是 并 上 一 切 含有 .oz 的 屠 些 拓扑 之 
交 。 

解 ， 令 {5} 表示 交 上 一 切合 oz 的 折 扑 所 构成 的 乌 ， 并 
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令 mi= 站 iv 则 .fr*。 现 在 要 证 71 一，。 

六 下 是 含 的 一 个 拓扑 ， 击 ** 是 所 有 这 种 拓扑 之 交 ， 
故 YeCY。 

另 一 方面 ， 设 GET， 则 出 的 定义 知 ， 

G=UCSanSen Sn )， 其 中 Bu Ef 但 tc 
故 每 个 Su Eze， 从 而 SafiSan 站 Sn ET， 因 此 

GLa NS) Er 

这 样 ， 我 们 证 明了 若 GETY 则 GET*。 因 此 YCY*。 合 起 来 


得 了 一 记 。 


局 部 基 


18. 求证 命 古 6.5， 拓 扑 空间 ( 瑟 ,*) 中 的 一 点 2 成 为 祭 
合 4C 吕 的 聚 点 的 充 要 条 件 是 : 史 点 处 某 个 局 部 基 雪 * 中 的 
每 个 集 都 含有 和 4 中 的 一 个 异 于 的 点 。 

解 ， 我 们 知道 ，pE 驴 成 为 4 的 一 个 襄 点 的 充 要 条 件 是 
对 任何 仿 P 点 的 开 集 GET 都 有 (GN{8)) 站 As 他。 但 绍 三 
TY， 故 当 史 是 4 的 聚 点 时 ， 对 任何 BESo 都 有 (BN\{oD)N 
4 二 妇 。 

现在 反 过 来 ， 设 (B\{2i) 人 4 王 轨 对 所 有 的 BE 罗 。 成 
立 ， 并 设 G 是 瑟 中 合 p 的 一 个 开 集 。 则 由 于 多 ,是 T 在 2 点 
处 的 局 部 基 ， 故 育 Bo E 多 ,使 2E BCG， 但 册 此 得 

(GAN NAICB, NP) N AEG, 

故 (GN{p)) 介 4 二 GB， 从 而 是 4 的 一 个 率 点 。 

19， 求证 命题 6.6， 拓 扩 空 间 (及 , 7) 的 一 个 点 列 《qa， 
22 …)》 收 伍 于 pE 王 的 充 要 条 从 是 :9 点 处 某 个 局 部 基 多 。 
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的 千 个 集 都 含有 点 列 中 的 几乎 所 有 的 项 。 

解 ， 所 谓 6->p 是 指 ， 每 个 含 2 点 的 开 集 GE 都 含 序 
列 的 几乎 所 有 的 项 。 但 络 ,/ 二 +， 故 每 个 BE 多， 会 序列 的 几 
乎 所 有 的 项 。 

反 过 来 ， 设 每 个 BE 多 s 含 序列 中 的 几乎 所 有 的 项 ， 并 
设 台 是 含 2 点 前 一 个 开 集 。 册 有 瑟 E 胸 使 PEBoc-G， 从 
而 低 含 序列 的 几乎 所 有 的 项 ， 这 说 明 《wy 收敛 于 p。 

20。 求证 ， 在 离散 空间 也 中 每 一 点 2 都 有 一 个 有 限 的 局 
部 基 。 

解 : 只 要 注意 ， 在 离散 空间 中 ， 每 个 子 集 都 是 开 集 ， 叶 
以 单元 素 集 {p} 也 是 开 集 。 因 此 ， 集 组 及 o= {1 路 }， 即 ， 由 
单元 素 集 {%} 这 一 个 集 记 构成 的 集 组 是 2 点 处 的 一 个 局 部 
基 , 这 是 因为 任何 一 个 含 2 点 的 开 集 和 妈 都 必须 是 { 引 的 母 集 。 

21. 考察 实 直线 民 上 的 上 极限 拓扑 + ( 形 如 (&, 站 的 一 
雪 左 开 右 闭 区 间 所 构成 的 组 是 的 一 个 基 )。 试 问 下 列 序 列 


是 否 收 伍 于 0。 
CC 《1 外 
加 1 1 
(CH) Cl Te 


解 : (i) 不 收敛 于 0。 这 是 因为 例如 +- 开 集 (一 2, 0 是 
含 9 前 ， 但 它 不 含 这 个 序列 的 任何 一 项 。 
人 是 收 伍 于 0。 四 为 设 某 个 开 的 基 集 (4, 亲 含 0， 则 


aa<0<8， 从 而 有 mE N， 使 s< -二 <0, 于 是 当 nm 时 ， 
有 一 1/nE (a, 51。 
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拓扑 基 


22， 求证 闭 区 介 fc, 妇 前 集 组 ， 当 4, 5 均 为 有 更 数 ， 同 
时 4<8 时 ， 不 是 实 直 线 民 上 的 一 个 拓扑 基 。 

23。 求证 闲 区 间 [4, 的 集 组 ， 当 “ 为 有 理 数 ，2 为 无 
理 数 ， 同 时 4<5 时 是 实 直 绕 尺 上 的 一 个 拓扑 基 。 

24. 设 罗 是 系 上 拓扑 的 一 个 基 ， 又 设 4C， 求 证 集 
组 乡 4 一 {4 人 GGE 肛 }; 是 4 上 相对 拓扑 Y 的 一 个 基 。 

25. 设 表 是 平面 尺 ' 中 如 下 图 所 示 的 即 形 如 


A 


{2, y): qreb, cy<d} 
药 半 开 矩 形 的 集 组 。 
《 i ) 求证 乡 是 RR 上 拓扑 Tt 的 一 个 基 。 
〈 拉 》 求 证 直线 
A={C%, y): w+y=0) 
上 的 相对 拓扑 是 4 上 的 离散 拓扑 。 
《〈 记 )》 求证 直线 
B={%, Y: 2 一 纱 
上 的 相对 拓扑 Ye 厅 是 召 上 的 离散 拓扑 。 
26， 设 多 是 非 空 集 尺 上 的 一 个 子 集 组 ， 根 据 集合 包含 关 
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系 赋 全 序 。 求 证 若 且 =U {1B; BE 乡 }， 则 夫 是 玉 上 的 一 个 
拓扑 基 。 

27。 求 证 ， 甩 上 的 一 个 拓扑 + 是 有 限 的 ， 当 且 仅 当 t 有 
一 个 有 限 基 。 


准 基 


28. 设置 ={4. 8 cy gej， 求 于 上 由 .op 一 1{ej，{o 有 
cj，{c, Q}} 所 产生 的 拓扑 re 

29. 设 + 为 某 非 空 集 且 上 的 离散 拓扑 ， 求 最 小 准 基 5。 

30, 设 自 是 所 有 了 财 区 间 [4, 9] 的 集 组 ， 其 中 & 与 5 是 有 
理 数 ， 即 4, 5EQ 且 a<5。 求证 U1{{p}，%EQ} 是 实 直 
线 上 由 所 产生 的 拓扑 7 的 一 个 基 。 

31. 求证 车 6 是 马上 拓 装 + 的 一 个 准 基 , 则 6 {下 ,2D} 
也 是 的 一 个 准 基 。 

32. 设 Y 与 奏 是 玉 上 分 别 由 .og 与 .wp* 所 产生 的 拓扑 , 求 
证 (i .weC.og 导致 rcCt#，(i) .opgC.ogwcrr 导致 7 一 z9。 

33,， 设 8 是 拓扑 室 间 屋 的 一 个 准 基 ， 又 设 GC 下 是 包含 
点 BE 玉 的 一 个 开 集 。 求 证 存在 8 的 有 限 个 元 素 , 芍 如 说 6, 
AS，…， Sms 具有 性 质 ，pE 中 站 Sn 则 Sn。 


局 部 基 


34. 设 ( 互 , Y) 是 一 个 拓扑 空间 ， 又 设 . 罗 是 PE 互 处 的 7- 
局 部 基 ， 考 虑 互 中 使 PE 4C 王 的 尾 一 子 集 4 下 4 上 的 相对 
拓扑 za。 求证 ， 如 下 的 4 的 子 集 组 是 BE4 处 的 -局 部 
基 : a= {4NG: GE A}。 
35。 设 王 是 拓扑 空间 ，PE 下 ,人 7 是 9 处 的 邻 域 系 ， 绍 
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ws 


Oonen 


ba 


是 p 处 的 局 部 基 。 求 证 ?点 的 每 一 邻 域 包 含 p 点 局 部 基 的 一 
个 元 素 ; 即 对 每 一 WE. ，38E 元 使 GCCN。 
36。 求证 车 点 2 有 一 个 有 限 的 局 部 基 胸 。， 则 点? 也 有 
一 个 恰好 由 一 个 集 组 成 的 局 部 基 。 
37. 考虑 实 直 线 民 上 以 左 开 右 闭 区 闻 (c, 85] 的 集 组 为 基 
的 上 极限 拓扑 ， 试 判断 下 面 每 一 个 序列 是 否 收敛 ， 
日 人 二- 
Gili) 4- 二 一 二， 1, 本 > 
38， 设 是 实 直 线 民 上 出 所 有 闭 区 问 [a, 的 集 组 所 
产生 的 拓扑 ， 其 中 6, 5 是 有 还 数 〈 见习 题 30)。 
(i) 判断 下 面 每 一 个 并列 是 可 怕 角 ， 
(a) 《2+ 击 ,2 二 二 ,2 二 
(CD 《w+ 本， ME+t Vat -> 


“> 
(i) 试 确定 民 的 下 述 子 集 的 闭 包 ， 
a) (2， 4), (6) CV 2，5]， (0) (~3, 7), 


‘4= {1 二 

Gli) 求证 民 的 任 一 有 限 子 集 是 +- 闭 的 。 

39. 设 8 是 拓扑 空间 站 的 准 基 ， 又 设 PE XX。 

GD 用 反例 证 明 集 组 $s 一 {8E 8 pE 8}， 不 必 是 点 
的 局 部 基 。 

ii 求证 号， 中 元 素 的 有 限 交 组 成 点 的 局 部 基 。 

ti) 求证 天 中 的 序列 (ay 收敛 于 p， 当 生 仅 当 每 ~3E 
S， 包 含 了 序列 的 除 有 限 项 外 的 其 余 所 有 项 。 
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补充 习题 管 案 


28. T={X, G6, {a}, {0}, fo e}, {6c, a}, {a, b,c}, 
fc cs od}, {8, b,c , GQ}}o 
37。(i) 否 ， (i) 是 ， 《 谤 ) 和 否 。 
38。 (Gi) (4) 否 ， (四 是 。 Gi) (a)(2, 4), 
{DIV2, 5 (0)(—3, mn], (ad)4。 
39。( 直 ) 提 示 。 利 用 习题 33。 
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第 七 章 ”连续 与 拓扑 等 价 


连续 函数 (Continuous functions) 


设 ( 竺 , 7) 与 (Y, 79) 是 折 扑 空间 ， 了 为 由 肚 到 了 的 一 个 
函数 。 车 了 中 任何 寺 - 开 集 五 的 逆 象 7![] 是 对 中 的 一 个 
二 开 集 ， 即 ， 

HEw—>fITHICr 
则 称 j 为 相对 于 与共 连 读 ， 或 称 z 一 re 连续 (rz 一 rs con- 
tinuous) 或 简称 连续 (continuous)。 

对 于 由 有 到 了 的 函数 f， 如 果 澳 要 特别 漠 明 有 关 的 拓 扑 
时 ， 将 用 下 面 的 写法 了,(X,*)->(Y ,7*)。 

例 1.1 分 别 考察 X={6, 8, 0, 中 与 FY={%, y, 2, Ww} 
上 的 拓 扩 ， 

rt—{X, OS, {0}, ta, 8}, {a, 6, c}} 
T={Y, @, {2}, {9}, {%, y}, {9, 2, ww}} 
同时 考察 由 下 面 两 个 图 及 表 示 的 函数 
f: XY 与 9 A>Y, 


函数 了 是 连续 的 ， 因 为 了 上 的 拓扑 了 中 每 个 集 的 地 部 
wm 101 


是 及 上 的 拓 扩 工 中 的 集 。 酒 数 9 则 是 不 连续 的 。 因 为 和， 
t}E 7， 即 19，2 名} 是 了 的 一 个 开 集 , 而 9 化 {yz Ww} 二 
{6; } 不 是 及 中 的 开 集 ， 即 9g71[{y, z， 0}] 不 属于 人 

例 1.2 考察 任何 离散 拓扑 空间 《站 ， 急 ) 与 人 性 何 拓 扩 空 
间 ( 了 , rz)， 则 任何 画 数 六 也 > 了 者 是 多 一 :连续 的 ， 这 是 
加 为 离散 空间 的 性 何 于 全 都 是 开 集 ， 所 以 卫 中 任何 开 集 召 的 
过 象 必然 是 开 集 。 

例 1.8 设置 ,了 为 拓 提 空间 ， 天 是 > 了 是 由 及 到 了 了 的 
通 数 ! 哆 是 卫 上 拓扑 的 一 个 基 。 如 果 对 于 每 个 卫 E 多 ,者 有， 
了 1[B] 是 四 的 开 集 ， 则 了 是 连续 济 数 。 这 是 因为 设 甩 是 了 的 
一 个 开 集 ， 到 昌 ==[B， 宽 中 妨 E 女 ， 但 

FLAI=A TB I= LB] 
而 接 假设 装 个 产 虑 Bi] 都 是 站 中 的 开 集 。 从 而 了 -和 [ 召 ] 作 为 开 
集 之 并 也 是 开 集 。 因 此 了 是 连续 的 。 

最 后 一 例 的 内 容 可 以 正式 写成 下 面 的 命题 ; 

命题 7.1 蚤 数 f， 卫 > 了 为 连续 ， 当 且 仅 当 了 的 一 个 基 中 
的 每 个 僻 的 逆 象 是 也 中 的 一 个 开 集 。 

这 个 命题 还 可 以 强化 如 下 : 

定理 7.2 设 § 为 拓扑 空间 了 的 一 个 准 基 , 则 函数 产 X> 了 
为 连续 ， 当 有 仅 当 8 中 每 个 集 的 道 象 都 是 下 中 的 一 个 
开 集 。 

例 1.4 把 RR? 平 面向 两 个 举 标 轴 的 射影 映照 在 通常 拓 
对 下 是 连续 的 。 例 如 ， 考 察 由 和 (人 os 97) 一 9 定义 的 射影 里 
照 m:R2-> 民 ， 则 开 区 间 (G, 6) 的 着 象 是 无 限 开 莹 ， 如 下 图 也 
未 。 于 是 由 命题 7.1 可 知 肛 中 任何 开 集 的 送 象 是 R? 中 的 开 
集 ， 所 以 w 是 连续 的 。 
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Bb 


2 
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BauhyJ 是 卫 层 于 李 


例 1.5 尺 上 的 地 对 位 示 数 : 
za) 一 |zj， 对 所 有 的 3E 展 
是 连续 的 。 因 为 ， 令 44 一 (Ge- 约 是 民 中 的 一 一 个 开 区 闻 ， 出 
0 车 a<B<0 


ren (—b, by 车 a<0<b 
《一 六 一 0)U(e, 5) 若 0<a<b 


/Mf 


了 -JJ mm$ Fb EU 一 Geo 旺 
在 每 种 情况 下 广 民 4] 都 是 开 集 ， 所 以 了 连续 。 
连续 函数 的 特征 也 可 以 用 闵 集 来 描写 : 


定理 7.3 函数 六 了 > 了 为 连 读 ， 当 且 仅 当世 中 的 在 何 闭 
集 的 逆 象 都 是 节 中 的 闲 集 。 


连续 函数 与 任意 接近 (Gontinuous functions 


and arbitrary closeness ) 
设 发 是 一 个 拓扑 空间 ?是 半 中 的 一 点，4c- 下 是 忆 的 
-一 J08 一 


如 下 图 所 示 ， 


~- 个 子 集 。 则 当 
(i) pE4 或 人 ii) p 是 二 前 一 个 聚 点 时 , 称 点 2 任意 接近 
《arbitrarily close) 子 集 4 。 由 有 4 二 41 4! 可知 : 集 4 的 闭 包 就 
是 由 所 有 任意 接近 于 4 的 点 所 构成 。 另 外 由 4 一 4° UBb(4) 
可 知 : % 任意 接近 于 4 的 意思 也 就 是 2 是 4 的 内 点 或 是 4 的 
界 点 。 
连续 函数 的 特征 也 可 以 用 保持 任意 接近 〈preserve arbi- 
trary closeness) 的 性 质 来 刻 划 ， 邵 下 面 定 理 所 说 。 
定理 7.4 函数 了 : 卫 >Y 为 连续 , 当 且 仅 当 对 于 任何 点 PE 
及 任何 4 一 开 ， 
2 任意 接近 子 4 一 > J(p) 任意 搂 近 于 天 4 
或 pE 4 一 > 成 D)E 克 4 
或 ft41 Cc 元 4]。 


在 一 点 的 连续 性 Ccontinuity ata point ) 


前 面 是 把 连续 狂 概 念 作为 一 种 大 范围 的 性 质 (global pro- 
perty) 来 定义 的 ， 就 是 说 ， 它 对 函数 在 整个 党 防 上 的 一 种 性 
态 加 以 刻 划 。 

但 是 ， 也 可 以 给 出 相应 的 局 部 性 报 念 〈local concept) 即 

“在 一 点 连续 >”《〈continuity at a point) 的 概念 如 下 ; 

函数 户 了 > 了 在 点 PE 县 连续 是 指 : 了 中 任何 食 f(?) 
的 开 集 吾 的 逆 象 让![ 吾 ] 都 是 及 中 含 2 点 的 开 集 的 母 集 。 或 
者 等 价 地 说 ， 了 Xp) 芍 任何 邻 域 的 逆 旬 都 是 2 的 一 个 邻 域 , 即 ， 

NE Nm TNIE Ns 
注意 ， 如 果 考 察 实 旺 线 尺 上 的 通常 拓扑 , 则 对 于 函数 产 
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惟 >R 来 说 ， 上 述 定义 和 连续 性 的 8 一 8 定义 是 一 致 的 。 

事实 上 ， 函 数 产 尺 ~R 的 局 部 连续 性 与 大 范围 连续 性 

之 问 的 关系 对 于 一 般 的 拓扑 空间 说 来 ， 也 是 成 立 的 。 即 ， 

定理 7.5 设 闵 ,了 为 拓扑 空间 , 则 函 教 户 互 > 了 为 连续 ， 
当 且 仅 当 它 在 肝 的 每 一 点 连续 。 ‘ 


在 一 点 “序列 连续 ” (Sequential continuity 
at a point ) . 


考察 亩 数 灵 了 > 了 及 点 BE 下。 若 对 了 中 任何 收 伍 于 
2 的 序列 《as》 米 说 ， 了 YY 中 的 序列 《Faw)》 都 收 化 于 fp)， 
即 54>p 一 六 J(en) AD)， 则 称 了 在 2 点 序列 连续 (sequen- 
tially continuousy》 。 
”在 一 点 序列 连续 与 连续 之 间 有 以 下 的 关系 
命 王 7.6 若 丽 数 户 肚 > 了 在 PEX 连续 , 则 它 在 2 序列 连 
续 。 
注意 ”上述 命 题 的 逆 命 是 通常 是 不 成 立 的 。. 例 如 ， 考 察 实 直 
线 民 上 这 样 的 拓扑 TY， 它 由 名 及 可 数 集 的 余 集 所 构 
成 。 在 这 种 拒 扑 下 ， 序 列 《msy 收 敏 于 2， 当 且 仅 当 它 
具有 以 下 的 形式 〈 见 第 五 章 之 例 7.3): 
《Gy Ga Ba0y Ps Ps Ps ey 
于 是 对 于 任何 函数 《 虹 ,，7) ->( 卫 ， Ye) 来 说 * 
《es > 一 Fa， fl82), ~ Flan), 
FD, FD), 72 
都 收 仑 于 4(2)。' 换 色 话 说 ， 任 何 定义 在 (和 R, Y) 上 的 
甬 数 在 任何 一 点 2E 三 都 是 序列 连续 的 。 但 另 一 方 
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面 ， 由 不) 一 ?定义 的 机 数 产 《R, 7)>(R, 和 ), 即 
恒 等 函 数 ， 却 不 是 ?7-2 连续 的 。 这 是 因为 广 ![(0， 
1] 一 (0, 1 不 是 民 上 的 7- 开 集 。 


开阔 数 与 闭 函 数 《 Open and closed functions) 


一 个 连续 函数 有 以 下 的 性 质 ， 开 集 的 逆 象 是 开 集 ， 闭 集 
的 逆 象 是 闭 集 。 这 自然 会 使 人 提出 以 下 两 种 类 型 的 孙 数 ， 

《1) 际 数 天 卫 -> 了 称 为 开 函 数 (open function, interior 
function)， 是 指 它 把 开 集 映照 成 为 开 集 。 

《2) 函数 9: 了 -> 了 称 为 闭 函 数 (closed function) 是 指 它 
把 闭 集 映照 成 为 闭 集 。 

一 般 来 说 ， 江 孟 数 不 必 是 闲 的 ， 闭 备 数 也 不 必 是 开 的 。 
事实 上 ,在 下 一 例子 中 的 函数 是 开 的 和 连续 的 ,但 不 是 闭 的 。 

例 2.1 考察 由 平面 民 : 到 及 轴 虹 的 射影 映照 7 RR: 一 
R， 即 mr(《z, 9)) 二 Zz。 则 任何 开盘 DCR? 的 射 彩 7[D] 是 一 
个 开 区 间 。 因 而 一 个 开 集 GCR? 的 象 TFG] 内 的 任何 一 点 
7(P) 属于 包含 在 7[GJ 内 的 一 个 开 区 间 ， 就 是 说 7[G] 是 开 
集 。 因 此 史 是 一 个 开 注 数 。 另 一 方面 ,fF 不 是 闲 溃 数 。 例 如 闭 集 

A=—{l%, 9), wy>1, >0} ' 

的 射影 7[4] 一 (0， oe) 是 不 闭 的 ( 见 下 图 )。 


同 肪 空间 (Homeomorphic spaces) 


我 们 已 经 说 明 ， 一 个 拓扑 空间 ( 陡 , 7) 是 出 集 及 连同 由 久 
挑选 出 的 某 个 子 集 组 所 构成 ， 这 个 子 集 组 ft 满足 某 些 公 
理 。 

在 两 个 拓扑 空间 ( 子 , 5) 与 (了 ,7*) 之 间 可 以 第 各 种 各 
祥 的 函数 。 前 面 我 们 特别 讨论 了 连续 函数 ， 开 函数 与 闭 函 
数 ， 面 不 是 讨论 任意 函数 ， 是 面 为 这 儿 类 函数 保持 了 空间 
《2，r) 与 (了 ， ts) 的 某 些 结构 。 ， 

现在 假设 有 双 射 映照 ( 即 1 一 1 与 到 上 映照 ) f: >Y 了 ， 
则 它 诱 生 一 个 由 对 的 势 集 ( 即 瑟 的 一 切 子 集 所 构成 的 集 组 ) - 
到 了 的 势 集 的 双 射 映照 f: 多 (了 ) ->22( 了 )。 若 此 诱 生 的 函数 
也 把 下 映照 到 Y*# 士 ， 即 : 在 导 中 的 开 集 与 了 中 的 开 集 之 间 
建立 了 一 个 一 一 对 应 关系 ， 则 从 拓扑 观点 规 来 ， 空 间 ( 屋 ，T) 
与 (了 , 4*) 是 一 致 的 。 ， 
定义 ”拓扑 空间 及 与 了 称 为 同 腔 (homeomorphic) 或 称 为 拓扑 

知 价 (topologically equivalent) 是 指 ， 有 一 个 双 射 《< 即 
1 一 1 与 到 上 ) 映 照 j: 卫 > 了 存在 , 使 了 与 了 "都 是 连 
续 画 数 。 这 时 函数 了 称 为 一 个 同 医 映 腿 〈homeo mor- 
phism) 。 

一 个 孟 数 称 为 -~ 个 双 连 续 (bicontisuous》 函数 ， 或 称 为 
一 个 拓扑 函数 (topological function) 是 指 了 既是 开 的 又 是 过 
续 的 。 

于 是 ， 一 个 函数 天 及->Y 是 一 个 同 逻 峡 照 ， 当 且 仅 当 
它 是 双 连 续 的 又 是 双 射 的 。 
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例 8.1 设立 -( 一 4 DD， 则 由 1) 一 tan 1 we 定义 的 
肖 数 f: 下 -> 民 是 1-1、 到 上 与 连续 的 。 它 的 送 画 数 广 :也 
是 连续 的 。 因 此 实 和 直线 与 开 区 间 ( 一 1，1) 同 胚 。 

例 3.2 设立 与 了 为 离散 空间 ， 则 如 例 1.2 所 示 ， 由 黄 
中 之 一 空间 到 嚼 一 空间 的 任何 函数 都 是 连续 的 。 因 此 ， 忆 上 
六 同 胚 的 充 和 要 条 件 是 它们 之 间 有 一 个 1 一 1 与 到 上 函数 存在 ， 
也 就 是 说 ， 它 们 等 势 。 . a 
命题 7.7 在 任何 拓扑 空间 入 中 ， 用 “也 同 胚 于 了 ?来 定义 

的 关系 是 一 个 等 价 关系 。 . 

于 是 ， 根 据 等 价 关系 的 基本 定理 可 知 ， 任 何 拓扑 空间 伐 

.可 以 按 拓扑 等 价 关 系 进 行 分 割 。 


拓扑 性 质 (Topological propertiss) 4 


关于 集 的 某 个 性 舱 卫 如 果 满足 以 下 条 件 :“ 若 有 一 个 拓扑 
空间 ( 屋 , 7) 具 备 性 质 己 , 则 每 个 与 (了 了, 7) 伺 胜 的 拓扑 空 向 也 
其 备 这 个 性质 ?， 则 此 性 质 书 称 为 一 个 拓扑 性 质 〈topologic 站 
Broperty) 或 称 为 一 个 独特 不 变性 (topological fnvariant)。 

例 4.1 在 例 3.1 中 已 说明 实 直 线 民 同 让 于 开 区 间 及 二 
《一 1 切 。 因 此 由 于 站 和 民 的 长 度 不 同 , 所 以 4 长 订 *(length) 
不 是 拓也 性 质 。 此 外 ,“ 有 界 性 ?(boundedness) 翅 不 是 拓扑 性 
质 。 因为 至 有 界 而 民 无 界 。 … 

.1 全 4.2 设 兄 为 正 实数 ， 即 下 一 (0，co)。 轴 :le) 一 1 
定义 的 豚 数 所 慎之 证 是 由 用 之 六 的 一 个 同 止 映 阴 。 现 在 考 
察 教 列 


人 04 二 下 > 、 
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在 同 胚 映照 焉 ， 它 对 应 于 数列 
《ao) > 一 《1 2, 3, «do 

数列 《au 是 Cauchy 数列 ， 而 数 列 《Fao)> 则 不 是 ， 因 此 
“是 Cauchy 序列 ”这 个 性 质 不 是 一 个 拓 填 性质。 

拓扑 学 的 主要 任务 就 是 研究 其 些 拓扑 竹 质 《 诸如 紧 致 性 
(compactness) , 连通 性 (connectedness) 等 ) 所 产生 的 结 囚 。 
事实 上 ， 正 式 地 说 拓扑 学 是 研究 拓扑 不 变性 的 学 科 。 下 面 的 
例子 说 明 什么 岂 连 通 性 ， 和 证 明 它 是 一 种 拓扑 性 质 。 

例 4.3 一 个 托 丰 空 间 ( 互 ,T) 称 为 非 连通 的 (disconnect- 
ed)， 是 指 它 可 表 为 两 个 非 空 而 且 互 斥 的 开 集 之 并 。 即 

=G J 瑟 ,， 其 中 G, HET, GN H=G 但 G,， HJ。 

设 天 是 > 了 是 一 个 同 肤 映照 ， 则 

”= 在 U 玉 当 且 仅 当 了 =J[GIJUfFCHI。 

因此 ， 为 非 连通 的 ， 当 且 仅 当 里 是 非 连通 的 。 

当 (X， 中 不 天 怕 连 送 时 ， 就 称 它 为 连通 的 (connected)。 


由 壬 数 诱 生 的 拓扑 Topologies induced by 


funétions 》 


设 {(7。 5D} 为 一 折 提 空间 仿 ; 又 设 对 于 每 个 Y, 不在 
着 一 个 由 非 空 氮 到 了 ;的 函数 思科 > 了 :。 我 们 将 要 探讨 
之 上 的 那 种 白 执 ， 它 合 记 有 的 瑚 都 能 成 为 连续 函数 。 为 此 ， 
注意 ， 要 求 天 相对 于 全 上 的 菜 种 扼 直 为 连续 就是 要 求 了 中 
每 个 开 集 的 逆 象 是 中 的 开 集 。 因 此 ， 我 们 要 考察 下 列 X 上 
的 于 集 级 . . 
-UNTEED :PE 夸 

就 是 说 ，8 是 由 每 个 了 , 中 一 切 开 集 之 着 条 折 构 成 。 科 上 由 
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产生 的 折 护 称 为 由 函数 集 {1} 亩 从 的 (induced by {A》 
或 产生 的 《generated by {f}) 拓 盾 。 这 种 拓扑 7 的 主要 性 质 
罗列 在 下 面 的 定理 中 ， 
定理 7.8 

( i ) 相对 于 拓扑 5， 每 个 函数 f 都 是 连续 的 。 

(二) + 是 及 上 记 有 那样 一 类 拓扑 的 交 ， 对 于 每 个 这 
类 拓扑 来 说 ， 每 个 天 都 是 连续 的 。 

《 进 》w 是 及 上 使 得 每 个 都 是 连续 的 这 类 拓扑 中 最 
小 的 、 亦 即 最 粗糙 的 一 个 。 

(iv ) 6 是 拓扑 的 一 个 准 基 。 

我 们 以 后 把 § 称 为 由 函数 集 {f.} 诱 生 的 拓扑 Y《 即 ， 使 
每 个 天 都 连续 的 这 类 拓扑 中 最 粗糙 的 一 个 ) 的 定义 准 基 (de- 
fining subbase)。 

例 5.1 设 各 和 全 分 别 为 由 民 : 向 民 的 射影 ， 

人 (987) 一 允 

2) 一 引 
则 如 下 图 所 示 ， 民 中 开 区 间 (4，b) 的 送 象 是 尽 : 中 的 无 限 开 
党 域 。 


和 


YE 


et 


我 们 知道， 这 些 无 限 开 带 域 构 成 民 * 上 通常 拓 提 的 一 个 
准 基 。 因 此 , 民 * 上 的 通常 拭 耻 是 使 射影 古 与 mma 部 连续 的 最 
狂 拓 扑 。 、 > 
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习题 解 管 


连续 务 数 

1， 求 证 ， 设 六 卫 -> 普 是 常 值 函 数 ， 例 如 对 于 每 个 
swE€ 及 都 有 f(z) 一 pEY, 则 相对 于 号 上 的 任何 拓 盾 + 及 Y 上 
的 任何 拓扑 Y*， 了 都 是 连续 的 。 

解 ， 我 们 要 证 的 是 ， 了 中 任何 太 - 开 集 的 送 象 都 是 习 
中 的 *- 开 集 。 为 此 , 设 五 ET7*。 因 对 任何 %€ 卫 用 %) 一 bp， 
故 

"0H1={ 防 若 %EH 
多 车 pg 理 
而 卫 和 多 属于 卫 土 的 任何 拓 盾 5， 因 此 由 这 个 等 式 可 知 ， 在 
任何 情况 下 ，f'[81 痢 是 的 一 售 开 子 集 。 

2. 设 已 给 函数 :了 > 了 ， 求证， 若 (Y，8) 是 不 可 分 
空间 ， 则 对 于 对 上 的 任何 拓扑 + 来 说 , fCX, 7) ->(Y, 多) 
都 是 连续 的 。 

解 ， 我 们 要 证 的 是 ，Y 中 任何 开 集 的 逆 象 都 是 耳 中 的 开 


集 。 
因 (Y, 多 ) 是 不 可 分 空间 ， 故 了 中 的 开 集 只 有 了 与 季 。 
但 
FFJ=X 
FZ1=9 


而 对 于 卫 上 的 任何 拓扑 来 说 , 忒 与 他 都 是 工 中 的 开 集 。 因 此 
对 于 工 上 的 任何 拓扑 来 说 ， 了 都 是 连续 的 。 
3， 设 多 为 实 直 线 民 土 的 通常 拓扑; 《是 及 上 的 上 上 极 


一 .07 一 


限 拓扑 ， 即 由 一 切 形 如 (e, 轧 的 左 开 右 闭 区 间 所 产生 的 拓扑 。 
另外 ， 设 天 RR->R 由 下 式 定义 *: 
/ew ={ 当 2<1 


《1 ) 求证 F 不 是 光 - 多 连续 。 

(站 ) 求证 了 是 5-r 连续 。 

解 ，(i) 令 4=( 一 3, 2)， 则 广 汇 4] 一 (一 3 1]。 现 在 
4EY 而 广 人 [4] FV， 坡 f 不 是 入 -WN 连续 。 

(ii 设 4=(4, 5]， 则 


(a, 5 车 s<5<ti 
小 Ca, 11 若 s<1<p<3 . 
Pr a, 5 一 2 若 sc<l<<3< 
| 全 若 TSe<5<3 


(1, 6—2) 著 1<o<3<b 
(一 2 一 2) 1 车 3<e<b 
在 每 一 种 情况 下 ， 广 汇 4] 都 是 *- 开 集 。 所 以 了 是 f-? 连 


\ 


4， 设 函数 六 (XX; 1) >( 了 ,Ta)》 不 是 ref 连续 。 求 
证 ;, 若 1* 是 瑟 土 出 实 粗 的 拓扑，1t* 是 了 上 出 f 精 的 拍 
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扑 ， 好 tt tC ， 则 于 也 本 是 人 4*- 吕 连续 的 。 

“ 解 ， 因 (了 , 1) (了, 7.) 不 连续 ， 故 有 GEr， 使 
广 '[G] gro 

现在 ，nsCr 及 tC7*。 因 此 由 GEW 得 GE 巡 ， 而 
由 9] gt 和 RI 故 了 也 不 是 Tt 连续 
的 。 

5, 求证 ， 但 关 表 娄 {XT)>(X, 四 成 为 连续 的 
充 要 条 件 是 了 精 于 起， 即 zcr。 

解 ， 击 定义 ， 邓 成 为 z- 记 连续 的 充 要 条 件 是 ， 由 CEre 
便 得 订 [GJET。 但 条 :9 日 ， 故 成 为 全 中 连 续 的 充 娶 
条 件 是 

世人 GE 诗 便 得 GE 
就 是 说 ，Y*CT。 
6. 求证 定理 7.3: 设 上 六 〈, 1 一 (了 ,re)。 又 设 和 是 
了 上 的 拓扑 从 的 一 个 准 基 ," 则 # 为 连续 的 充 要 条 伞 是 号 中 
每 个 集 的 逆 象 都 是 也 的 开 集 ， 即 ， 对 于 每 个 SE S 来 说 , 都 
有 大 Te]Et。 

` 解 ， 假 设 对 每 个 BE 6 都 有 frer, 要 证 , 了 连续 ， 
即 雪 证 , 由 全 Er 便 得 广 [GIE7T。 设 Et#, 则 由 准 基 的 
定义 得 


Gt JCSi 作 NSm)， 其中, € 8 
于 是 ， 广 ![G] 一 六 TU (Sa 有 人 Sui 
一 TS nflsn] 
SIN NBD 
但 5 € 6 放疗 C5]E5。 因此 ， 六 [9G]Er 因为 它 是 
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开 集 的 有 限 交 的 并 。 记 以 了 是 连续 的 。 

反之 , 设 了 连续 ， 则 任何 开 集 之 逆 象 是 开 集 ， 特 别 是 8 
中 的 元 素 的 逆 象 是 开 集 。 

7. 设 了 是 由 拓扑 空 间 及 到 单位 区 向 [0, 1 的 函数 。 求 
证 ， 若 对 于 所 有 的 0<a, 了 <I 来 说 ,了 :566, 1]] 与 广 工 [0， 
2 都 是 开 的 开 集 ， 则 了 是 连续 的 。 

解 ， 只 须 注意 形 如 (c。 1] 及 [0, 四 的 一 切 区 疝 构 成 T= 
[901 上 的 一 个 准 基 。 于 是 由 定理 7.2 可 知 了 是 连续 的 。 

8 求证， 若 函 数 户 屋 > 了 与 9 了 -~ 名 都 连续 , 则 复 
合 耳 数 go 扩 >2 也 连续 。 

解 ， 设 G 是 多 的 一 个 开 集 ， 则 因 9 连续 , 故 9 -15G9 在 了 
内 是 开 的 。 但 了 也 是 连续 的 , 故 广 'Tg-'[G]] 在 于 内 是 开 的 。 
现在 

(gLGI = gEG] 
于 是 (ge 内 "1[G] 对 于 有 中 的 任何 开 集 GF 来 说 ， 是 及 内 的 开 
集 。 因 此 ，g。f 连续 。 
9. 求证 : 设 {5} 是 马上 的 拓扑 艇 ; 又 设 本 数 Bd 
了 对 于 每 个 气 都 连续 。 则 了 对 于 交 拓扑 =[l 也 是 连续 
的 。 

解 ， 设 中 是 了 中 的 一 个 开 集 ， 则 由 假设 ， 扩 :593 属于 
每 个 nm， 因 此 六 '[G] 属于 % 的 交 ， 即 六 '[GIE[ w=7, 所 
以 了 对 于 < 连续 。 

10. 求证 定理 7.3， 函 数 户 > 了 为 连续 ， 当 且 仅 当 
了 的 任何 著 集 的 雍 象 是 于 的 闭 集 。 

解 : 假设 户 及 > 了 是 连续 的 ， 又 设 万 是 了 的 车 集 。 则 
严 " 是 开 的 ， 所 以 广 工 8 在 开 内 是 开 集 。 但 六 [8 一 (六 
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tt)5 因此 产 工 的 是 贸 的 。 
有 反之， 假设 帕 玉 在 了 内 为 闲 便 得 六 ![ 了 ] 在 有 内 为 闭 。 
又 设 G 是 了 的 一 个 开 子 集 。 则 Ge 在 了 内 为 闭 , 所 以 六 ![Ge] 
一 ( 广 民 6])* 在 下 内 为 轩 。 从 而 ， 广 工 G] 是 开 集 ， 所 以 了 连 
续 。 ， ， ， 
11， 求证 定理 7.4:， 函数 f， 于 -> 了 为 连续 ， 当 且 仅 当 
对 于 任何 4 二 ， 有 序 41C 邢 条 。 
解 ， 设 六 了 > 了 连续 。 因 下 4]c 开 4 放 
AcF FEATICF FAD] ， 
但 开 科 是 团 集 ， 放 了 1E7EAIIT 也 是 财 集 。 于 是 由 上 式 得 
4C4cATF4]， 
从 而 
FIAICILP "ICANTI= fiAI, 
现在 反 过 来 假设 吉 4]c 开 妇 对 任何 4 已 成 立 。 令 
玉 为 了 由 下 阅 集 ， 并 令 4 一 iL]。 我 们 要 证 4 也 是 亲 集 ， 
即 要 证 4 二 二。 
但 齐 4 TB 
SAFTETI=F=, 
放 
ACF FACF LEI= 4, 
而 4c ， 所 以 4 一 好 。 这 就 证 明了 了 是 连续 的 。 
12. 求证 ， 设 大 《XX, 和 >(， 中) 连续， 则 当 4 己 有 ， 
而 所 是 了 在 4 上 的 收 纺 时 ， 1 《4， ri)->( 了 ，z9) 是 连续 
的 。 
” 解 ， 注意 ， 尘 于 任何 Gc 了 有 9] 一 4 [G]。 
现在 设 允 E rs， 则 产 人 [9IE 7。 从 面 由 诱 生 拓扑 的 定义 得 
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AN 六 GIE vss 于 是 4nf1G]=j-:[G]Gth。 故 六 人 
续 。 


在 一 点 的 连续 性 


13。 在 件 么 条 件 下 fi 于 > 了 在 一 点 gE 了 不 连续 ? 

解 ， 记 调 太 全 > 了 在 PE 卫 连 续 是 指 : 对 于 任何 仿 
f(p) 的 开 集 TICY 来 说 ， 广 [日 ] 是 含 9 点 的 开 集 之 母 集 。 
因此 , 了 在 名 点 不 连续 是 指 : 至 少 有 一 个 食 Lp) 的 开 集 HC 
了 使 得 fj-![ 且 ] 不 售 有 含 ? 的 开 集 。 

换 种 说 法 ， 疡 也 A 六 在 PE 收 为 不 连续 ， 当 且 仅 当 有 
J(p) 的 一 个 邻 域 信 存在 ,使 产 [[. 沁 ] 不 是 ?点 的 一 个 邻 域 。 

14， 考察 卫 = {9， 5, c,d} 上 的 拓扑 

一 人， @, {0}, {6}, {0, b}, {8, cd 
设 西数 天 革 > 信 也 附 图 所 定义 。 
， (i) 求证 , 了 在 6 不 连续 。 
， 《让 ) 求证 , 了 在 4 连续 。 . 
2 解 ，(i) 注意 {9, 引 是 一 个 仿 
KKe) =b 的 开 集 ， 且 广 工 te 5}] 一 
{cs oj。 因此 了 在 不 连续 ， 因 为 不 存在 一 个 含 “ 的 开 集 ， 
而 被 包含 在 fa, of 内 。 

{ii) 注 意 ， 含 Ka) 一? 的 开 集 只 有 {b c, 时 及 了 而 
{Dy o 丰 ]= 习 及 廊 工 允 ] 一 卫 ,， /由 此 可 知 记 在 4 连续， 
因为 每 个 含 fCd) 的 开 集 的 着 条 都 是 一 个 含 4 的 开 集 。 

15， 设 单元 素 集 {p} 是 拓扑 空间 有 的 一 个 开 集 。 求 征 ;， 
对 于 任何 拓扑 空间 了 来 说 ， 任 何 函数 户 关 * 了 都 在 .2E 开 
连续 。 
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解 ， 设 HRCT 是 含 了 Pp) 的 一 个 开 集 。 
AD ER—>pESF I HIS {pS LH, 
因此 ，j/ 在 2 点 连续 。 
16. 求证 : 车 及 革 > 了 在 bE 连续 ， 则 了 在 一 个 仿 
2 点 的 于 集 上 的 收缩 也 必 在 p 点 处 连续 。 更 确切 地 说 ， 设 4 
是 拓扑 空间 (外 ,*) 的 一 个 子 集 使 PE 4C 王 ， 并 设 六， 4 
了 是 上 革 > 了 在 4 上 的 收缩 。 则 当 了 在 P 是 人 连续 时 ， 
所 便 在 了 是 zi- 连续 。 其 中 rs 者 示 4 上 的 相对 拓扑 。 
解 ， 设 已 C 了 是 含 AD) 的 一 个 开 集 。 由 于 了 在 连续 ， 
帮 
有 GEs 使 pEGC 广 EBD， 
于 是 
PEANGCANF THI=f0 L0H], 
但 由 相对 拓扑 的 定义 得 4 由 GETs, 故 户 在 2 点 ri- 连 
续 。 
17. 求证 定理 7.5; . 设 卫 ,为 拓扑 空 间 ， 则 函数 户 
全 > 了 为 连续 的 充 要 条 件 是 它 在 每 一 点 PE 立 痢疾 续 。 
第 : 设 了 连续 ， 又 设 万 CY 是 含 fp) 的 一 个 开 集 ， 则 
PEf"1L8I， 且 广 人 有 ] 是 开 集 。 从 而 了 在 Pp 点 连续 。 
现在 设 了 在 每 一 点 PE 连续， 又 设 五 C 了 是 开 集 。 对 
每 点 9Ef- 人 [及 ]， 有 开 集 人 GCS 存在 ,使 PEC 产 [ 有 1。 
从 而 广 代 HU {Gp，pE 六 虹 且 J} 为 开 集 之 并 。 从 而 广 : 
[十 ] 是 开 集 ， 所 以 了 是 连续 函数 。 
18、 求 证 命题 7.6: 车 函数 J 下 > 了 在 PE 连续， 
则 它 在 2 是 序列 过 续 ， 即 ，0,>p 一 > (an) > 了 PD)。 
“解构 证 的 是 (Dp) 的 枉 何 邻 域 和 都 含 序列 {f(a)， 
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天 9.)，…} 中 的 几乎 所 有 的 项 。 
现在 设 妈 是 了 (p) 的 一 个 邻 域 。 按 假设 , 了 在? 连续 ， 故 
型 = 六 LN] 是 2 点 药 一 个 邻 域 。 当 序列 (av? 收敛 于 了 时， 
型 将 含有 《swy 的 几乎 所 有 的 项 ， 而 
GE M—> fa) EFLMI= FLFLNII=N, 
从 而 几乎 所 有 的 "PE 都 使 Aa,) € ,这 就 是 说 序列 《f(an)》 
收 人 得 于 用 p)。 因 此 了 在 2 序列 连续 。 


开 耳 数 ， 著 函数 ， 同 胚 映照 


19、 试 举 一 全 说 明 实 函 数 f; RR-~> 民 是 连续 的 又 是 闭 的 ， 
但 不 是 开 的 。 

解 ， 设 了 是 一 个 常 值 函 数 ， 例 如 ， 令 Ke) =1 对 所 有 的 
“ER 成 立 ， 则 对 任何 4 民有 4] 一 {1}， 由 此 可 见 , 是 
闭 的 ， 也 是 连续 的 ， 但 它 不 是 开 的 。 . 

20， 设 实 函 数 记 R~ 民 由 (2) 一 x? 定义 。 求 还， 了 不 
是 开 的 。 

解 ， 考 察 开 集 4=( 一 1, 1)。 则 因 开 4]=[0, 1) 不 是 
开 集 ， 故 了 不 是 开 郑 数 。 

21. 设 为 拓扑 空间 马 的 一 个 基 。 求 证， 车 户 达 -> 了 
有 以 下 性 质 ， 对 于 每 个 BE 绍 来 说 ，f[B] 是 开 的 。 则 了 是 
一 个 开 番 数 。 

解 : 要 证 的 是 叉 中 任何 开 集 的 象 都 明了 中 的 一 一 个 开 集 。 
为 此 ， 设 Gc 也 是 开 集 。 则 由 基 的 定义 窒 

G=UHB,， 其 中 及 E 朋 
而 看 6] 一 看,JB 一 UJ 抱 B]。 接 假设 每 个 邢 丽 ] 是 关中 的 
开 集 ， 故 [GI 作为 了 中 的 开 集 之 并 也 是 于 中 的 开 集 , -这 说 
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扔 了 是 开 函 数 。 

22. 求证 ， 闲 区 网 4 二 [a, 的 同 胜 子 闭 单位 区 间 了 一 
[0, 1], 

解 : 由 8) 二 (8 一 a)z+4 定 义 的 线性 函数 J: J>4 是 
1 一 1、 到 上 又 是 双 连 续 ， 故 了 是 一 个 同 胚 映 照 。 

23， 求 证， 面积 不 是 拓扑 性 质 。 

解 ， 以 1 为 半径 的 开盘 刀 = {<r, 9>>:，*<1y 和 以 2 为 
半径 的 开盘 D*={《7, 09》: ?<3} 是 同 胚 的 ， 这 是 因为 由 
Fr 0))=《27, 9》 定义 的 函数 产 D>D* 是 一 个 同 胚 映 
照 。 其 中 《7, 9》 表示 平面 民 * 上 一 点 的 极 坐 标 。 

24. 设 (六 , 7) >( 了 ,5 和) 是 1 一 1 的 又 是 开 的 。 又 设 
E41=B， 其 中 4 忆 耳 。 求 证 ， fa: (4, 74)>(B, ta*) 也 是 
1 一 1 的 又 是 开 的 ， 其 中 4 表示 了 在 4 上 的 收缩 ，ra 与 za 
是 相对 拓扑 。 

解 ， 当 是 1 一 1 时 ， 它 的 任何 收缩 也 是 1 一 1 的 。 所 以 
只 需 证 及 是 开 的 。 、 

设 瑟 4 是 za- 开 集 ， 则 由 棚 对 拓扑 的 定义 知 ， 有 
GET 使 且 =4 由 9。 现 因 f 是 1 一 1 的 ， 故 

| 
从 而 

Ft HI=fEHI= fANGI=FLAINFIGI= BN fCG], 
而 f 是 开 函 数 ， 且 GET7， 放 有 LG]Ez*#。 于 是 BNFCG9] 
ETa4。 所 以 用: (4， #4)>(B, Taos) 是 开 的 。 

25. 设 疡 〈 了 ,>( 了 ， ve) 是 同 胚 映 绍 ,又 设 C4, 4) 
是 ( 注 , 7) 的 一 个 子 空间 ， 求 证，f4: 4,74) 斑 (BTa*) 也 
是 一 个 同 是 映 照 ， 其 中 表示 .了 在 4 上 的 收缩 , 让 4 一 By 
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Yo 表示 加 上 的 相对 所 着 。 

解 ， 因 了 是 1 一 1 与 到 上 ， 故 久 ，4> 记 也 是 1 一 {与 双 
上 ， 洪 中 了 = 拒 4]。 因 此 只 需 证 有 4 是 双 连 续 的 ， 即 ， 是 江 
的 又 是 连续 的 。 由 前 一 习题 知 六 是 开 的 。 又 。 任何 连续 函 
数 在 子 空间 上 的 收缩 仍 为 连续 ， 故 f4: (64,54) 下 BB， was)》 尾 
一 个 同 胚 觅 照 。 

26。 求证， 任何 区 间 (g&,， 5) 作为 实 直 线 民 的 一 个 子 空 
间 是 连通 的 (关于 连通 的 定义 ， 可 参考 例 4.3)。 

解 ， 设 4 不 连通 ， 则 存在 着 开 集 G, BR, 使 4 人 与 
41 旦 均 非 空 集 ， 互 斥 ， 而 又 使 (4 站 G)U(C4 站 二 4。 现 
在 定义 函数 户 4-> 民 为 

i 当 E ANG: 


79)=| 0 当 zEANH 


风 网 任何 开 集 之 过 成 为 41G， 或 为 人们 瑟 ， 或 为 或 为 人 
都 必 开 集 。 故 了 是 演 续 函数 。 但 对 连续 郴 数 说 来 ， 介 信 定 理 
成 立 ， 从 而 有 mE4 合 (as) 一 上 二。 但 这 不 可 能 ， 放 4 是 连 
通 的 。 . 
27， 求 证 ， 下 列 Re 的 子 集 不 是 互相 同 胚 的 。 其 中 的 拓 
扑 是 指 相 对 的 通常 拓扑 ， ， 
X={v; gc, po)=1 或 ea pi)=1; 
和 一 0， 一 1)， 旬 一 40，1>} 
了 一 csd(e， p)=1, 2 一 (03 5)}e 
解 。 设 有 同 胚 喘 照 户 了 -> 了 存在 。 令 4 一 六 0)，Z*== 
N07* 一 了 9)， 风 由 习题 35 知 ， 对 于 相对 拓 执 来 
说 ， 巨 X*> 了 * 是 同 下 阮 早 。 
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现在 来 证 明 了 * 是 连 遇 的 。 因 若 9 一 (5+eosgi，singo>， 

区 由 下 面 公 式 ' 
gO) 35+cos(0,+ 0), sin (Go+0)> 

定义 的 函数 8 (0， 27)> 了 *， 是 一 个 同 蚂 映 照 。 而 (0, 2") 
是 连 负 的 ， 所 以 了 * 也 是 连通 的 。 

另 一 方面 ，X* 是 不 连通 的 ， 因 为 下 列 二 集 

G= {5, ys 2>0} 及 H={%, y): 2<0} 

都 是 民 的 开 集 ,因此 Ge 二 XZ* 几 G 及 4 一 各 们 是 是 Z* 的 
开 集 。 此 外 ，G* 与 Be 都 是 非 空 集 ， 它 们 互 斥 ， 并 且 满足 
Ge UH 一 天 *。 迪 以 -X* 非 连通 。 而 连通 性 是 拓扑 性 质 ， 这 
说 明 X* 与 7 不 是 辐 胚 的 。 因 此 上 上 述 的 同 胚 映照 了 是 不 存 
在 的 。 0 


由 函数 放生 的 拓扑 > 


28. 设 六 ;于 (ou rD} 是 由 一 个 任意 集 到 拓扑 空 
间 (了 4) 的 常人 函数 能 ， 求 叉 上 使 所 有 的 态 都 连续 的 最 
粗 邦 站。 

解 ， 由 习题 1 知 ， 对 于 且 上 的 任何 拓扑 来 说 ， 常 值 函数 
都 是 连续 的 。 因 此 所 有 的 常 值 函数 相对 于 也 上 的 不 可 分 
拓扑 {及 , DO} 来 说 都 是 连续 的 而 达 寺 的 最 粗大 站 是 不 可 分 
拓扑 。 记 以 所 家 的 最 粗 拓 扑 就 是 于 上 前 不 可 分 拍 扑 。 

29. 考察 了 = {4, 5, cy 8} 上 的 折 扑 ; 
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t={Y, 8, {0}, {0, 5，cj {cs d}} 
令 好 = 和 1 2, 3; 外 并 令 天 >( 了 人) 及 9 了 >(Y, 7T) 
由 下 面前 图 定义 


3 
求 闻 上 由 了 与 9 诱 生 的 拓扑 的 定义 准 基 吕 ， 即 ， 使 了 与 
了 者 连续 的 最 外 拓扑 的 定义 准 基 。 
解 ， 我 们 知道 


§={F[HY HE NG 开刀] BE 
即 和 是 由 了 的 开 子 集 在 了 和 4 下 的 道 所 组 成 。 内 此 
§={2, 2, {1, 2, 4},13}, {2, 3}, {1s 2, 3}» 
{2, 3, 4}}。 
30, 设 + 为 实 直线 民 上 由 一 切 左 闭 右 开 区 间 [4; 5) 所 
产生 的 拓 扩 ， 下 为 民 上 由 形 如 
fs)=as+b, a, bER 
所 定义 的 一 切线 性 函数 疡 RR->(R, 5) 所 诱 生 的 拓扑 。 求 证 ， 
伟 是 民 上 的 离散 拓扑 。 
解 : 我 们 要 证 的 是 ， 对 于 每 点 p€ 民 来 涪 ， ,单元 来 入 {8 
是 一 个 借 - 入。 为 此 ， 考 察 人 - 开 集 4==[1， 2] 及 由 下 列 
二 式 . 
天 网 一 一 2 十 寺 及 其 加 一 二 多 一 多 二 
所 定义 的 线性 函数 产 民 ->《R，T) Md R= (R, .7), 它 但 的 
图 形 如 下 ， 
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现在 因 4 ET， 故 
产 上 4] 一 [py 8 十 1) 及 的 4 一 (7 一 b 区 
应 属于 拓扑 的 准 基 8 。 从 而 它们 的 交 
Cp—1, pCyp, p+1)={p} 

属于 re。 因此 专 是 民 上 的 离散 拓扑 。 

31， 求 证 定理 7,9， 设 { 疡 , 全 >《T 了 i, 50)} 是 定义 在 非 
空 集 卫 上 的 函数 秘 ， 又 设 

§={fr[H], HE™}, 

T 为 驴 上 由 6 所 产生 的 拓扑 ， 则 

(i) 相对 了 拓扑 + 米 说 ， 所 有 的 函数 天 都 是 连续 函数 。 

(i) 车 压 是 马上 的 使 所 有 fi 都 连续 的 那 种 拓扑 之 交 ， 
则 碟 =t。 - 

《十 ) + 是 了 上 的 使 所 有 六 都 连续 的 这 种 拓扑 中 最 粗 的 
拓扑 。 ， 

《iv) 8 是 的 一 个 准 基 。 、 

解 ，(D 对 于 任何 函数 六 〈 了 2-> (Po TW) 车 且 € 
rs 则 天 1LBIE BCr， 因此 根 对 于 下 来 说 每 个 六 都 连续 。 

(站) 由 习题 9 可知 ， 每 个 大 都 相对 于 说 为 连续 ， 因 此 
GcCr#。 而 是 由 8 产生 的 拓扑 ， 故 rCr*。 另 一 方面 , * 是 
使 所 有 产 均 为 连续 的 一 种 拓扑 ， 所 以 rrcr。 合 起 来 就 得 
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T 
(证 )》 由 (说 知之 。 
(ivy) 因为 任何 集 组 都 是 它 房产 生 的 拓扑 的 一 个 准 基 。 


补 充 习 是 
连续 函数 


32, 求证 天 美 > 了 是 连续 的 ， 当 上 且 仅 当 对 每 一 4 己 立 
有 广 !f4*JcC( 广 [4]) 

38，, 设 陡 与 了 是 两 个 拓扑 空间 ， 且 一 明 了。 设 大 
加 > 了 ,9g 了 > 了 ， 在 加 作 了 P 上 f=y， 关 于 相对 折 盾 扩 9 是 
连续 的 。 注 意 h 一 了 U9 是 从 有 到 了 内 的 一 个 函数 。(i) 举 投 
说 明天 不 必 是 连续 的 。 (ii) 求证 ， 若 加 与 也 两 者 丝 并 ， 则 万 
连续 。(ii) 求证 ， 车 久 与 了 两 者 丝 闲 ， 则 及 连续 。 

34. 设 六 宇 > 了 是 连续 的 。 求 证 户 了 -> 儿 了 1 也 是 连 
续 的 ， 其 中 入] 有 相对 拓扑 。 

35. 设 习 大 一 个 拓扑 空间 ， 设 Xa 了 > 尽 是 瑟 菜 个 子 
集 4 的 特征 函数 。 求 证 Xx 在 PE 对 处 连续 当 且 仅 当 P 不 是 和 4 
的 边界 元 素 ( 注 意 Xa(*) 二 1 车 %E 4，X4a() 一 0 车 2€ 4°)。 

36， 考 虑 具有 通常 拓扑 的 实 直 线 尽 。 求 证 若 每 一 函数 了 。 
六 >R 连续 ， 则 及 是 离散 空间 。 


开 沙 数 与 闭 库 数 


37、 设 访 (了 ,7T)->(7， 14), 求证 : 

《GD 了 是 闭 的 当 且 仅 当 对 每 个 4 忆 卫 有 开 AICfLAT。 

GD 了 是 开 的 当 且 仅 当 对 每 个 4C 卫 有 (L441)"CCf[4*]。 
一 1 一 


辕 ， 求证 由 .f(z) 一 sin (二) 所 定义 的 衣 数 二 kb。 cc) 


[一 1 贡 是 连续 的 ， 但 既 不 是 并 的 ， 也 不 是 闭 的 ， 其 中 《0， 
co) 与 [一 1, 要 有 相对 的 通常 拓扑 。 

39。 求证: 设 疡 〈， xz) 了， T*) 是 并 的 且 到 上 的 ， 
并 设 儿 是 的 基 ， 则 {f[B]， BE 字 } 是 奢 的 一 个 站 。 

40. 试 举 一 例 说 明 ， 通 数 fj 六 > 了 和 子 集 4 六 ，f 了 是 
开 的 ， 但 了 在 4 上 的 收缩 ja 不 是 开 的 。 


同 亚 映 照 拓扑 性 质 


41. 设 疡 于 > 下 与 9 了 > 是 连续 的 。 求证 车 ge 天 
区 基 一 个 同 胚 映照 ， 则 9 是 1 一 1 映照 (或 了 是 到 上 决 
照 ) 导致 了 与 9 是 同 胜 映 照 。 

42， 求 证 下 面 的 每 一 个 性 质 蚌 拓扑 性 质 ，(i) 聚 点 , (ii) 
内 和 集 ，( 诈 ) 边界 ，(iy》 黎 密 性 ，(Y)》 邻 域 。 

48。 求证， 设 六 焉 一下 是 一 个 局 昨 映照 ， 又 设 4 一 吕 
具有 性 质 ，4n 4'= 艺 , 则 天 41 几 (FL4D)' 二 名 。( 具 有 性质 ， 
4 站 4'= 名 的 子 集 4CC 了 称 为 弧 立 集 。 因 而 使 一 集成 为 孤立 
集 的 性 质 是 一 个 拓 扶 性质,) 


由 西数 所 诱 生 的 拓扑 


44， 考 虑 了 一 {e, 58,0, Q} 上 的 如 下 拓扑， ?一 {了 , 多 ， 
{4 了}, {0, Q}}。 设 症 一 {1, 2, 3, 4， 5}, 又 设 有 XX> 了 与 名 
六 > 了 定义 如 下 ， 
一 人 &) ,C2, a}, C3, bY, 4, bY, CB, 4>}, 
9— {C1, 6,C2, 8),3, d), C4, 48), C5, c>} 
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水 尼 上 由 了 与 9 所 诱 生 的 拓 拭 一 的 定义 准 基 。 

45. 设 大 下 >( 了 ，r#)。 求 证 若 @ 是 由 一 个 函数 了 记 诱 
生 的 拓扑 的 定义 准 基 ， 则 § 一 7。 

46. 求证 ， 设 {ji: 于 > (了 71)} 是 在 任意 集 苹 上 定义 
的 函数 的 集 组 ,又 设 8 是 了 ,上 拓扑 T 的 准 基 , 则 集 组 S* 一 
ULS8], SE $4} 有 下 而 的 性质，G》 $* 是 由 隙 数 刀 话 
生 的 XX 上 的 括 扑 + 的 定义 准 基 的 一 个 子 组 。(ii) 8* 也 是 
的 -个 准 基 。 

47。 求证 实 直线 尽 上 使 出 (2) 二 as+8, 4, 5E 民 所 定 
义 的 线性 函数 户 R->( 民 , 多 ) 连续 的 最 粗 的 拓扑 也 是 通常 的 
拓扑 。 


补充 习题 答案 


33，(i) 设 于 =(0, 2)， 召 =(0， 1)， 了 一 51, 2)， 则 
fr) 二 1 与 9(#)=2 每 一 个 都 是 连续 的 ， 介 有 = 了 Ug 不 是 连 
续 的 、 

44. {ZX, @, {1, 2, 3, 4}, {5}, 42, 4}, {1, 3, 5}}。 

45， 提示， 证明 6 是 一 个 拓扑 。 
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第 八 章 ”度量 空间 与 赋 范 空间 


度量 (Metrics ) 


设 且 为 非 空 僻 ， 定 义 在 也 x 也 ( 即 邓 的 元 素 的 有 序 偶 全 
体 ) 上 的 实 信 沙 数 车 满足 以 下 公理 ， 则 称 为 了 上 的 度量 
( metric) 或 称 闷 上 的 距离 函数 (distance function); 

对 于 任何 4, 了 5, cE 及， 有 ， 

[CM] ale, 0)0 及 ge 0) =0, 

[Ms] (对 称 性 a(a, 5)=4(5, a)， 

[Ns] (三 角 不 等 式 》 dl&, Oy) da, b)+d(tb, 0)， 

[MJ 车 4 二,， 则 a, 5)>>0。 

实数 gc, 5) 称 为 由 5 到 5 的 距离 (distanee)。 

公理 Ci] 是 说 , 由 一 点 到 另 一 点 的 距离 永远 不 是 负数 ， 
而 一 点 到 它 本 身 的 距离 出 为 零 。[L2M:] 是 说 由 4 到 5 的 距离 
等 于 由 8 到 4 的 距离 ; 因此 ， 我 们 可 以 称 之 为 4 与 8 两 点 之 
闻 的 距离 。 

[于 ,] 称 为 三 角 不 等 式 , 因为 车 4, b,c 是 下 图 所 示 的 平 
而 R* 上 的 点 ， 风 [Ma] 是 说 三 
角形 一 边 的 长 度 gay c》 小 于 
或 等 于 三 角形 其 他 两边 的 长 度 
和 ae 二 CC co)。 

[下 J] 是 说 ， 不 同 的 两 点 


之 则 的 距离 总 是 正 数 。 

现在 举 些 度量 的 例子 。 它 们 确实 满足 度量 公理 ， 这 一 点 
将 在 以 后 证 明 。 

例 1.1 当 4, 台 为 实数 时 ， 由 (4, 5) 二 |e 一 5| 定义 的 
通 数 @ 是 实 直线 民 上 的 一 个 度量 。 这 个 度量 称 为 民 上 的 
通常 尊重 (Usual metric)。 类 似 地 ， 对 于 平面 民 : 上 两 点 
2 一 (ou 44) 及 9 一 (bi 本) 由 公式 


CKP, CC 
定义 的 函数 口 是 恨 : 上 的 一 个 度量 。 它 称 为 民 : 上 的 通常 并 
量 。 . 
以 后 ， 在 没有 特别 声明 时 ， 对 于 民 和 民 ? 我 们 部 采用 它 
们 的 通常 度量 。 

例 1.2 设 轩 为 菲 室 集 。 设 吕 为 由 下 面 的 公式 省 史 的 浮 


数 : 
0 若 e=6 


da， -人 的 
则 吕 是 无 上 的 一 个 度量 。 这 个 座 量 通常 称 为 四 上 的 “平凡 度 
题 ? 《trivial mictric) 。 
例 1.3 设 名 [0， 1 表示 单位 闭 区 间 [0， 人 上 的 连续 画 
数据 ， 则 下 面 的 公式 


ef,9=f If) 900 las 


给 出 留 [0, 1J 上 的 一 个 度量 ， 其 几 
何 意义 为 两 曲线 之 间 的 面积 ， 和 如 下 
图 所 示 。 

例 1.4 仍 设 名 [0,1] 表示 
[50, 11 上 的 连续 函数 族 。 儿 [0,13 上 
的 男 一 个 度量 由 下 面 的 公式 给 出 A 
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de(f, 9)=sup {| fF(%) —g(2) | ELO, 11} 
其 几何 意义 是 两 间 线 间 的 最 大 二 直 实际 ， 如 下 图 所 示 。 
岗 1.5 设 9 一 (coa)， 
《一 (5 b,) 
为 平面 Ri( 即 实数 的 有 序 偶 全 体 ) 
上 的 任 部 两 点 ， 则 于 列 二 画 数 给 出 
R: 上 不 同 的 两 个 度量 ， 
dp, 2) 一 max(12 一 和 | Ia—b:!) 
lp, 7)=10 ~bi| + 18, —b,l。 


一 个 函数 p 若 满足 -并 ,J], [Ms], [并 ,] 而 不 一 定 满足 
[LM] 时 ，, 称 为 一 个 “ 准 度量 ”Cpseudometric)。 关 于 度 基 的 
许多 绪论 对 于 准 度量 也 是 成 立 的 。 


集 之 间 的 距离 , 直径 (Distance between sets， 


diameters) 


设 9 是 集 祥 上 的 度量 。 一 点 PE€ 际 与 及 的 一 个 非 空 于 集 

4 之 本 离 ， 记 为 82(7，4)， 是 由 下 面 的 公式 定义 ， 
dp, A) =int {dCp, 0) .0€ A} 

即 ， 它 是 点 与 4 中 之 点 的 距离 的 最 大 下 界 ( 邑 下 确 办 )。 

天 中 两 个 非 空 集 4 与 召 的 距离 ， 记 为 (4, B)， 是 由 下 
面 的 公式 定义 : 

a(A, B)=inf{d(e, 8): a€E A, bE B} 

即 ， 它 是 4 中 之 点 与 吾 中 之 点 的 距离 的 最 大 下 界 。 

互 中 一 个 非 空 集 4 的 直径 (diameter)， 记 为 Q(4)， 是 由 
下 面 的 公式 定义 ; 

oA)=sup{dla, 9): a, a € A} 
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即 : 它 是 4 中 两 点 距离 的 最 小 上 界 ( 即 上 确 界 )。 若 4 的 直径 
有 限 ， 即 &4)<co。， 则 称 .4 为 有 界 〈bounded ) 集 ， 否 则 ， 
即 当 Q(4) 一 oo 对 ，4 称 为 无 界 (unbcunded) 集 。 

例 2.1 设 双 为 非 空 集 屋 上 的 平凡 度量 则 对 于 
PEXXS 4，BC 呈 ， 有 


4 
dcp, = 若 2 和 


0 著 pE4 
1 车 4NB= 儿 
0 著 4fiB#2。 
例 2.2 考察 实 直 线 民 上 的 区 间 ， 4=[0， 1) 及 
日 (1, 2]。 若 可 表示 民 上 的 通常 度量 ， 则 @(4， 盏 ) 一 0。 ， 
另 一 方面 ， 若 哮 表 示 尽 上 的 平凡 度量 ， 则 因 划 , 吾 互 
所 而 得 @y(4， 吾 ) 一 1。 ' 
由 上 列 各 定义 可 得 下 面 的 命题 
命题 8.1 设 4,B 为 卫 的 非 空 子 集 ， 又 设 PEX， 则 
(i ) dlp，4), 9(4, B), Q(4) 均 为 非 负 实数 
( 寺 ) 若 pE4, 则 ad(p, 4) ==0; 
Gii) 著 408B 非 空 , 则 约 4, B) 一 0， 
liv) 车 4 有限， 则 9(4)<co， 即 4 有 界 。 
注意 ， (和 )，(iit) ，(iv) 之 道 都 不 成 立 。 
对 于 空 集 多, 我们 为 方便 起 见 ， 作 如 下 规定 ; 
d{p, B)= 0 
a(4A, BG)=AG, A)=00s 
dD)= 一 co。 


dd, B={ 


开 球 (Open spheres) 
设 8 为 集 及 上 的 一 种 度量 ， 则 对 任 柯 已 知 点 PEX 及 已 
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Ld 


知 实 数 3>0， 我 们 用 总 (2， 3) 或 简单 地 用 SC2， 5) 表示 与 2 
的 距离 不 超过 8 的 点 所 构成 的 集 
S(p, O)={%: dp, 2)<H} 

并 称 它 为 以 2 为 中 心 ， 以 3 为 半径 的 开 球 (open sphere) 或 简 
单 地 称 为 以 P 为 中 心 ， 以 8 为 举 径 的 球 〈sphere)。 它 也 称 为 
一 个 球形 邻 城 (spherical neighborhood)。 

例 3.1 考察 民 上 的 点 2 一 (0，0) 
及 实数 8 二 1。 著 外表 示 民 * 上 的 通常 度 
量 ， 划 Sa(p，8) 是 开 的 单位 国 和 大 ， 如 广 
图 所 示 。 

车 如 ， 号 表示 例 1.5 中 所 说 的 民 ? 
上 的 度量 ， 则 Sa (2，3) 及 Saz(D，8) 分 别 如 下 图 所 示 。 


Su 人 (及 人 1 是 表明 部 分 (思科 是 阴 旷 阐 分 


例 3.2 设 Q 表示 集 及 上 的 平凡 度量 ， 又 设 PE 及 。 则 
因 P 与 耻 上 其 他 点 的 距离 洽 好 为 1， 故 
三 其 3>1 
Sp, am 若 5<1。 
例 8.3 设 Q 为 实 直 线 民 上 的 通常 度量 ， 即 
Qs 5)= |0—b|, 
列 开 球 8(Z, 8) 是 开 区 间 (Pp 一 8， % 上 3)。 
例 3.4 设 台 表示 [0，1] 上 全 作 连 续 函 数 之 甘 多 [0， 1 
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上 的 度量 ， 它 由 下 面 的 公式 定义 : 
CCP 9)=sup{ | F(z) -9(2)1，2E[0， 11} 
《参考 例 1.4)。 给 定 8>0 及 一 个 函数 EWV[L0, 1] 后 ， 开 
球 Bo 8) 是 由 落 在 以 矶 一 和 产 十 8 为 边界 的 面积 之 内 的 
一 切 连续 函数 9 所 构成 ， 如 下 2 
图 所 示 。 
下 哥 的 引 理 给 出 度量 空间 
的 开 球 的 一 个 重要 性 质 ， 
引 理 8.2 设 8 是 以 2 为 中 
心 ,以 3 为 半径 的 开 球 ， 
册 对 任何 9ES， 有 以 4 为 中 心 的 开 球 了 存在 ， 使 卫 
包 仿 在 S 内 (参看 下 图 ) 。 


度量 拓扑 与 度量 空间 ( Metric topologies 


metric SPaces》 


一 般 说 来 ， 两 个 开 球 的 交 不 是 开 球 ， 但 将 证 明 两 个 开 球 
之 交 中 的 每 一 点 必 属 于 包含 在 交 中 的 某 一 开 球 。 


引 通 8.3 设 S, 与 5 为 开 球 又 设 pES1NS,,， 则 有 以 
为 中 心 的 开 球 8 存在, 使 PE SycSi 人 Ss。 于 是 由 
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定理 6.1 可 得 以 下 定理 。 
定理 8.4 设 已 给 集 义 及 其 上 的 度量 3， 则 丸 中 的 一 切 开 球 
所 梅 成 的 组 梅 起 于 上 的 一 个 拓扑 的 基 。 
定义 设 @& 为 非 空 集 互 上 的 一 个 度量 ， 则 由 互 中 一 切 开 球 所 
产生 的 及 上 的 拓扑 + 称 为 度量 拓扑 (metric topology) 
或 称 为 由 度量 d 所 诱 生 的 拓扑 (topology induced by 
the metric 9)。 集 及 连同 由 所 诱 生 的 拓扑 称 为 一 个 
度量 空间 (metric space)， 记 为 (及, 8)。 
度量 空间 是 一 种 拓扑 空间 ， 其 拓扑 是 由 度量 所 诱 生 的 。 
因此 ， 关 于 拓扑 空间 所 定义 的 一 切 禄 念 对 于 度量 空间 来 说 也 
都 有 意义 。 例 如 ， 开 集 ， 闭 集 ， 邻 域 ， 聚 点 ， 闭 包 等 等 ， 在 
度量 空间 中 都 有 意义 。 
例 4.1 若 避 为 实 直线 恨 上 的 通常 度量 ， 即 : 
Qa, 2 一 14 一 2 
虽 恨 中 的 开 球 就 是 有 限 开 区 间 。 因 上 比 良 上 的 通常 度量 在 民 
上 上 诱 生 的 就 是 通常 括 扑 。 同 拌 ， 平 面 R* 上 的 通常 度量 在 RR 
上 诉 生 通常 拓 提 。 
例 4.2 设 G 为 集 及 上 的 平凡 度量 ， 草 对 任何 PE 及 有 


8 (2 去) { 加 ， 因 此 任何 单 点 集 是 开 集 ， 从 而 任何 信者 是 


开 集 。 换 和 话说， 平凡 度量 在 素 上 诱 生 的 拓 打 是 离散 拓扑 。 
例 4.3 设 ( 卫 , GD) 为 度量 空间 ， 了 了 为 尾 的 非 空子 集 。 则 
函数 也 在 了 上 的 站 编 《 也 记 为 @) 是 卫 上 的 度量 。 度 重 空 间 
(了 ,0) 称 为 (及, 功 的 度量 于 空间 (metric subspace)。 实 际 
上 (了 中 ) 是 (及 , Q) 的 子 空间 ， 就 是 说 它 具 有 相对 拓扑 。 
道 常 ， 同 一 符号 上 既 表 示 度 量 空间 ， 也 表示 度量 在 其 上 
定义 的 那个 集 。 
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度 墨 拓扑 的 性 质 (Properties of metric 


topologies ) 


由于 度量 空间 X 的 拓 外 是 让 度量 放生 的 ， 故 有 的 拓 扣 性 

质 通常 入 的 中 次 兴 质 有关， 例如 
定 再 8.5 说 p 为 度量 空间 X 的 一 点 ， 则 下 列 可 数 的 开 球 组 
fs D, sfe 十 ); s(m 十) -和 宰 成 2 点 处 的 


2 3 
一 个 局 部 基 。 
定理 8.6 度量 空间 及 中 一 个 子 集 4 的 闭 包 4 是 和 A 距离 为 
零 的 点 全 体 ， 地 A 二 {td(%, 4)==0}。 
注意 ， 由 公 再 [ 姑 YJ 可 知 ， 和 单元 素 集 {8} 距离 为 零 的 点 
只 有 本身 。 即 
dg, {p}) =0—>2—p, 
因此 , 由 上 而 的 定理 可 知 ; 在 度量 空间 中 单元 素 集 { 包 是 
一 个 闭 集 ， 因 此 有 限 集 作 为 有 限 个 单元 素 集 之 并 也 是 闭 集 。 
这 个 绪论 可 以 叙述 成 ， 
的 论 8.7 在 度量 空间 及 中 ， 一 切 有 限 集 是 财 集 。 
于 大 我 们 看 到 度量 空间 具有 某 些 拓扑 性 质 ， 这 些 狂 质 不 
是 任何 拓扑 空间 都 可 以 有 的 。 
下 面 的 定理 给 出 度量 空间 一 个 重要 性 质 ， 称 为 “隔离 ” 
性 质 (separation property)， 


定理 8.8 〈 陋 离 性 公 更) AT 下 (CO 
设 4 与 B 为 度量 空间 NAA 
久 中 两 个 互 斥 的 闭 于 和 
集 ， 则 存在 着 互 斥 的 开 集 & 与 妞 ， 使 4CG 与 BC 有 H 
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《如 上 图 所 未 )。 
上 而 的 定理 也 许 会 使 人 狂 测 两 个 互 斥 内 于 的 距离 必 大 于 
零 ， 但 下 面 的 例子 说 明 这 是 不 对 的 。 
例 5.1 考察 平面 民 上 的 两 个 集 和 如下: 
4 一人 2 YY: Wy —1, TAO 
B={C%, y): cy2>1, ti>0} 
其 图 gy 


则 有 4 与 互 均 为 用 集 ， 互 斥 ， 但 2(4, BB) 一 0。 


等 价 度量 ( Equivalent metrics ) 

设 与 路 为 集 六 上 的 两 个 度量 。 车 它们 在 及 上 诱 生 的 
拓扑 相同 ， 邯 ， 若 羡 上 的 8- 开 球 与 8%- 开 球 是 羡 上 同一 个 拓 
扑 的 基 ， 则 称 此 二 度量 等 价 。 

例 6.1 R: 上 的 通常 度量 名 及 例 T.5 中 所 定义 的 度量 
怠 与 中 卷 诱 生 下 上 的 通 党 拓 杆 ， 这 是 因为 每 个 这 种 度量 的 
开 球 组 ( 见 下 图 ) 部 是 忆 : 上 通常 拓 补 的 类。 所 以 这 三 个 度 


量 等 价 。 
@ | 国 |: 


可 信和 直人 S54pO 


A 
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例 6.2 痢 察 非 空 集 且 上 田 下 式 定义 的 度量 成 
2 车 xb 
ka, »={ 车 =b 
则 Sa(p, 1) 二 fp}， 于 是 单元 素 集 是 开 集 ， 从 而 也许 出 全 上 
的 离 籽 拓 站 ， 故 避 等 价 于 六 上 的 平凡 度量 。 
出 上 面 的 定义 可 得 下 面 的 命题 
命题 8.9 在 世上 的 任何 度量 艇 中 ， 所 等 价 于 ds” 是 一 种 等 
价 关系 。 


度量 化 问题 Metrization problem ) 


已 给 拓扑 空间 (五 ，*)。 问 ， 是否 有 克 上 的 度量 4 存在 ， 
它 能 诱 生 拓 扑 7? 著 这 种 度量 存在 ， 则 称 拓 提 空间 CX 了 为 
可 度量 化 的 (metrizable)。 


例 7.1 任何 离散 拓扑 空间 《〈 下 ， 急 )》 是 可 度量 化 的 ， 
为 总 上 的 平凡 度量 诱 生 离 散 拓扑 急 。 

例 7.2 考察 实 直线 只 上 的 通常 拓 提 YH， 则 拓 扩 空间 
《R,， 包 ) 是 可 度量 化 的 ， 因 为 良 上 的 通常 度量 请 生 妥 上 的 
通常 拓扑 。 同 样 ， 平 面 中 网 子 通常 撕 扑 时 ， 也 是 可 度 置 化 
的 。 

例 7.3 设 总 含有 的 点 多 于 一 个 ， 则 不 可 分 拓扑 空 
( 及， 有 7 是 不 能 度量 化 的 ， 因 为 在 不 可 分 括 补 室 间 ( 己 ， 区 

， 只 有 加 与 好 是 闭 集 ， 而 推论 8.7 告诉 我 们 ， 在 任何 度量 
空间 中 ， 有 限 集 都 是 闭 集 。 因 此 ， 在 素 上 由 一 个 度量 诱 生 的 
丘 相 不 可 能 只 有 及 与 作 是 闲 集 。 这 就 证 明了 (下,，,f) 是 不 可 
度量 化 的 。 

拓扑 的 度量 化 问题 (metrization problem) 是 在 于 找 出 拓 
四 空间 可 以 度量 化 的 充 要 条 件 。Urysohn 在 1924 年 给 出 了 
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一 个 重要 的 部 份 的 解答 , 称 为 Urysobn 引 理 。 但 这 问题 一 直 
到 1950 年 才 由 几 个 数学 家 独立 地 给 出 完满 的 解决 。 关 于 
Urysohn 引 理 ， 我 们 以 后 将 加 以 证 明 。 但 度量 化 问题 的 完整 
解决 则 超出 了 本 书 的 范围 , 读者 可 参考 Kelley 的 经 典 著作 。 
General Topology。 


等 距 的 度量 空间 (Isometric metric spacse ) 


设 已 知 两 个 度量 空间 (了 X, 罗 和 (了 ,6e)。 著 有 1 一 1 与 到 
上 函数 户 对 > 存 在， 使 两 点 同 的 距离 得 以 保持 ， 邵 对 任 
何 mp 9€ < 芒 , 有 
dlp, 9)=e( fp), f(9)) 
风 称 ( 子 , 4) 等 距 (isometric) 于 (了 , e)。 注 意 ， 对 于 任何 度量 
空间 护 来 说 ，“( 卫 , 4) 等 距 于 (了, e)” 是 等 价 关系 。 另 外 ， 
易 知 ; 
定理 8.10 关上 度量 空间 (及, 4) 等 虐 于 (了, 6)， 则 (并 , 4) 也 
同 胚 于 CY, e)。 
下 面 的 例子 说 明 上 述 定理 之 逆 是 不 正确 的 ， 即 两 个 度量 
空间 可 以 同 胚 而 不 等 距 。 
例 8.1 设 可 是 集中 上 的 平凡 度 要 ，e 是 集 卫 上 由 下 面 
的 公式 定义 的 度量 ， 
2 车 ot6 


,人 一 

“0, 0) 1 车 5 一 D 

又 设 及 与 了 有 相同 的 大 于 1 的 势 ， 则 《 字 , 四 ) 与 《了 ,6) 不 等 
器 ， 因 为 不 周 空 间 中 两 点 间 的 距离 不 同 。 但 与 。 讨 生 的 者 
是 离散 拓 堆 ， 而 等 势 的 离散 拓扑 空 间 是 同 肛 的 。 因 此 《 卫 ，9) 
同上 肽 于 CY, e)。 
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m 维 欧 氏 空间 (Euclidean m-space) 

所 谓 R” 是 指 % 个 实数 集 民 的 积 集 ， 即 它 是 由 一 切中 重 
实数 组 《sb， aa，…，qnm? 所 构成 。 考 察 出 于 面 公式 所 定义 的 本 
数 吕 

dP, 人 二 wa bt om dn)? 


/ 如 一 
= Sb 


-ys lobl: 
其 中 Pp 二 《8 Bm》 与 9 一 <，…， 5m》， 则 Q 是 R” 上 的 一 
个 度量 ,这 个 度量 称 为 R" 上 的 欧 氏 度量 (Euclidean metric)。 
除非 另 有 说 明 ， 我 们 以 后 对 R" 都 用 这 个 度量 。 赋 予 欧 氏 度 
量 的 度量 空间 R", 称 为 “四维 欧 氏 空间 ?(Euclidean m-space) 。 
并 用 "来 类 示 。 
定理 8.11 mm% 维 欧 氏 空间 是 一 个 度 晤 空间。 
注意 ，1 纵 欧 氏 空 间 就 是 具备 通常 度量 的 实 直 线 R; 2 
维 欧 氏 空间 是 具备 通常 度 基 的 平面 Ra。 
Hitbert 空间 
一 急 能 使 
< 
说 
成 立 的 、 亦 即使 级 数 好 十 吕 十 … 上 收敛 的 无 限 实 序列 (ciy asy 
…?> 所 构成 的 集 记 为 R“。 
例 9.1 考察 无 限 序列 
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P= 了》 与 9 于， 于， 人 


四 于 十 攻 二 … 不 收效 ， 才 多 导 民 -而 芋 二 (二 ) 二 ( 工 ) 二 
交 约 ， 故 gE 和 R*。 
现在 ， 设 Pp 一 《4w) 与 9 一 《54) 均 属于 R"， 则 由 


定义 的 函数 是 R” 上 的 一 个 度量 。 这 个 度量 称 为 R "上 的 
一席 量 (1.-metric)。 对 于 虹 "， 在 没有 特别 声明 时 ， 我 们 都 
采用 这 个 度量 。R” 具备 2- 度量 而 成 的 度量 空间 称 为 
Hilbert 空间 ， 或 二 -空间 ， 并 以 H 来 类 示 它 。 我 们 把 这 
写成 定理 如 下 ， 
定理 8.12 Hilbert 空间 (或 和 -空间 ) 是 一 个 度量 空间 。 

例 9.2 Hilbert 空间 H 中 一 切 形 如 

《ay oa yn is my 09 0 0, £02) 

( 即 从 第 仅 十 1 项 开始 的 各 项 均 为 替 ) 的 元 素 所 构成 子 空间 
记 为 Hn。 

注意 ， 通过 下 面 的 自然 对 上 应: 

by 0 mY Ls os ns 0 Ds no) 

可 知 Hin 与 吧 维 欧 氏 空间 等 距 。 因 此 也 是 同 胚 的 。 

下 面 两 个 例子 说 明 Hilbert 空间 有 些 现 象 是 m 维 欧 氏 空 
间 所 没有 的 。 . 

例 9.3 考察 Hilbert 空间 中 的 一 个 点 列 (ps?， 其 中 

Pe= 《ayws Gary 7) 

的 各 项 由 Gm 一 Bm 定义 ; 即 ， 当 = 上 时 Gr 二 1， 当 4 夺 E 时 
tx 一 0。 则 如 下 面 所 示 ， 点 列 (p,) 在 每 个 四 上 的 投影 (TPs)》 
都 妆 仇 于 军 ， 
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站 
1 
加 

， > 
全 

过 


二 
0 一 (0，0，0，0，…》 

但 是 点 列 《Pa》 并 不 政 化 于 0,， 这 是 因为 对 任何 上 EN 有 

dps, 0)=1 
成 立 。 实 际 上 ，《2g? 也 不 爹 任何 收效 的 子 列 。 

例 9.4 令 Y 表示 看 中 第 一 个 笃 标 为 零 的 那 种 点 所 析 
成 的 真子 集 ， 则 由 
Hla Ga 全) 一 人 0 ely aa >》 

所 定义 的 画 数 疡 H->H* 是 1 一 1 与 到 上 ， 并 保持 两 点 间 的 
距离 。 所 以 Hilbert 空间 等 路 于 它 的 一 个 真子 空间 。 


度量 空间 中 的 收敛 性 及 连续 性 Convergence 
and continuity in metric spaces ) 
在 度量 空间 中 ， 收敛 竹 与 连续 性 通常 定义 如 下 ， 注 意 它 
们 和 和 通常 的 s 一 8 定义 的 类 似 之 处 。 
定义 ”度量 空间 (于, 0) 中 的 点 列 《ely ms，…》 称 为 收 化 于 
5E 福 ， 是 提 ; 
任 给 s>0， 有 正 整 数 m 存在 ， 使 当 n>n 时 ， 
就 有 Ge 六 <<e。 
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定 凡 ” 设 已 给 度量 空间 (六 ,0) 与 ( 交 ，de)， 则 一 个 出 达到 联 
的 函数 了 称 为 在 bE 及 连续， 是 指 : 
任 给 s>0， 有 3>0 存在 ， 使 当 (p, 2)<8 时， 
就 有 (fp), f(2))<e。 
注意 ， 这 里 所 给 的 定义 和 对 于 一 般 拓 逢 空间 所 给 的 收敛 
与 连续 的 定义 是 等 价 的 。 


赋 范 空间 (Normed spaces ) 


设 V 为 实 线性 向 量 空间 ， 也 就 是 集 V 在 向 量 加 法 运算 
及 向 量 与 实数 的 数 采 运算 下 满足 第 二 章 所 说 的 公 理 [V:]， 
[V:]，[V:]， 则 一 个 在 每 个 向 量 vEV 上 赋予 实数 值 lol 的 
函数 了 (Vv) 一 124 对 于 任何 v,wEV 及 8ER 民 若 满足 于 列 三 条 
公理 ， 
IN] lvl>0, § lol=0 iff v=0,。 
[LN] lv+wlhol+ leol。 
EN 1 一] 有 if。 
则 称 Iw| 为 V 上 的 一 个 范 数 (a norm on V)。， 
一 个 线性 空间 V 和 所 冉 予 的 范 数 一 起 ， 就 称 为 一 个 赃 
范 线 性 向 量 空 间 (a normed linear vector space) 或 简称 为 一 
个 赋 范 空间 (a normed space)， 实 效 io| 称 为 向 量 " 的 范 数 
(norm)。 “ 
定理 8.13 设 V 为 赋 范 空间 ， 则 由 下 面 公式 定义 的 函数 
Qcw, vw)=|2 一 w|， 其 中 wv, wEV 
是 一 个 度量 ， 称 为 VY 上 的 妖 生 度量 (induced metric 
on V)。 
由 此 可 知 ， 每 个 赋 范 空间 赋 以 谋生 度量 就 成 为 一 个 度量 
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室 间 ， 从 而 也 是 一 个 拓扑 空间 。 

例 10.1 积 集 R” 在 下 面 所 定义 的 加法， 

Cs os Bim) Bb, os Bn) = bi os Gm Bay 
与 数 来 法 + 
KG 一 

下 成 为 一 个 线性 向 量 空 间 。 由 下 式 定义 的 Re 上 的 函数 

(gb or l= N+ tN DN Dll 
是 一 个 范 数 ， 称 为 Re 上 的 
欧 兵 范 数 (Euclidean norm)。 
注意 ，R" 上 的 欧 民 范 数 诗 
生 民 ”上 的 欧 氏 度量 ， 若 
2 一 9， Ga》 是 Rt 中 的 
一 点 ， 则 相应 的 1B1 就 是 由 
原点 到 铺 点 的 向 量 长 ， 如 右 图 所 示 。 

例 10.2 下 面 的 两 个 画 数 都 是 线性 空间 让 ”上 的 范 数 ， 

es …， nm? 一 max(jajj， jg ，…，jan]) 
Ns 0 Bm) b= | + 12| + + | dm] 

设 儿 (对, R) 是 非 空 集 忆 上 所 有 的 实 函 数 构成 的 函数 
徐 。 我 们 知道 ( 见 定 理 2.9)， 在 下 面 所 定义 的 向 量 加 法 与 数 
乘法 


(f+ mSFs) + gs) 
B+ Uw) BL) 
下 ， 允 (各 民 ) 是 一 个 线性 空间 。 
我 们 常常 费 要 研究 具备 某 些 其 他 性 质 的 函数 艇 ， 例 如 有 
界 函 数 徐 ， 连 续 函 数 敌 ， 等 等 。 为 此 ， 常 会 用 到 下 述 的 线性 
代数 的 结果 
命题 8.14 设 .of(X, 民 ) 是 多 ( 司 ， R) 的 某 个 非 空 子 徐 ， 并 
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设 它 满足 上 以 下 两 个 性 质 ， 
(i) 车,9€ (XR), 则 f+g€E .A(X, R)。 
(六 ) 车 Ex(R, R) 与 ER, 则 K€ (XR)。 
则 .ZCX, RR) 本 湾 也 是 一 个 线性 向 量 空间 。 
例 10.3 区 间 [0, 1] 上 一 切 连 续 的 实 洱 数 构成 的 集合 
名 [0, 1] 构成 一 个 线性 空间 ， 国 为 连续 函数 之 和 仍 连续 ， 连 
续 冰 数 来 以 常数 仍 连续 。 由 下 面 公式 


s 
WU=f olf am 


定义 的 留 [0，1] 上 的 冰 数 是 一 个 范 数 ， 它 在 久 [0，4] 上 诱 生 
的 度量 在 例 1.3 中 已 定义 过 。 

例 10.4 在 线性 空间 多 [0, 1] 上 由 下 面 公 式 

IFi=sup{| fF(2)]: ECO, 1]} 

定义 的 函数 也 是 一 个 范 数 ， 它 请 生 的 度量 在 例 1.4 中 已 定义 
过 。 

例 10.5 设 绍 (站; 展 ) 表示 .F(X, 民 ) 中 所 有 有 和 界 士 数 
及 下 -> 民 构成 的 子 组 。 则 皆 (玉民) 是 一 个 线性 空间 ， 因 为 
有 界 函 数 之 和 ， 有 界 画 数 来 以 一 个 常数 都 仍然 是 有 界 西 数 。 
在 绍 (XX, 民 ) 上 由 下 面 公式 

IfE =sup{|f(®)|, 2€ XR} 

定义 的 函数 是 一 个 范 数 。 

例 10.6， 我 们 将 来 会 证 明 ， 使 中 anj < co 的 一 切实 数 
列 《an》 所 构成 的 集合 民 ” 是 一 个 线性 空间 ， 在 民 " 上 由 下 面 
公式 

ladl=~ BlesT 

定义 的 函数 是 一 个 范 数 ， 称 为 民 ” 上 的 4 一 范 数 。 注 意 ; 这 
个 范 数 诸 生 Hilbert 空间 的 巫 一 度 显 。 
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习题 解答 


度量 

1. 求证 ， 在 度量 定义 中 的 公理 [Ms] 可 以 用 下 面 的 较 弱 
的 公理 [以 3] 来 代替 : 

[M2] 车 wo 5 cE 五 且 名 不 相同 ， 则 

da, Eda, 8) 十 CCD ce)。 
解 : 设 4=5， 则 
Gay c=, oO) =a(b, b) +ADb, cdla, b) +ab, cy 
当 5=6 时 ， 论 证 相似 。 
最 后 设 4=c， 则 
dg, c=0<ad(%, 6) +d(6, ¢)。 

这 说 明 ， 当 4, 5, o 不 是 全 部 不 相同 时 ， 三 角 不 等 式 是 
可 以 昌 公 理 [和 推导 而 得 的 。 

2, 求证 ， 集 互 上 的 平凡 度量 是 一 种 庆 量 。 即 ， 由 下 面 
公式 
车 mb 
营 &=5 
定义 的 函数 满足 公理 [Nj,LMU,J], CM3] 及 [和 Mj。 

解 : (1) 令 4, 了 EZ， 则 9(6, 5b) 二 1 或 dla, 85)=0, 在 
每 种 情况 下 都 有 4(a, 5) 之 0。 又 当 4 一 8 时 ， 则 接 4 的 定义 
有 Ula, 2 一 9。 因此 了 满足 [ai]。 

(2) 设 8,5E 及 着 a 了 5 则 5m， 因此 dla, 5)=1， 
5,4) 一 1 从 而 aa 5)=d(8, 4)。 另 一 方面 , 车 4=5， 则 

B34 


1 
de 5)={ 
wg, 4) 0 


一 g， 从 而 Qa, 5) 一 0 二 0(5, 9)。 因 此 a 满足 CLM,j。 

《3) 设 4,5, 6 是 了 中 名 不 相同 韵 点， 则 4, 6)=1， 

d(a, 8) 一 1, 4(3, 0) 二 1， 因 此 
dg, e)=1E1+1=d(4, 5) +d(b, 0) 
这 说 明 a 满足 LM3]。 

《4) 最 后 设 6, 5E ,a 二 5, 则 dla, 6)=1， 因 此 
Qla, 5) 夺 9。 这 说 明 G6 满足 [及 ,J。 

3. 设 G 是 非 空 集 互 上 的 度量 ， 求 证 由 下 面 公式 

ee 3) 二 min(1, 2(4, 5))， 其 中 45E 太 ， 
定义 的 函数 e 也 是 卫 上 的 一 个 度量 。 

解 ，(1) 设 4,8€ 肪 ， 因 G 是 度量 ， 故 9(a, 8) 非 负 ， 
ela, 了 ) 或 是 1 或 是 (4, 5), 因此 也 是 非 灸 。 另外, 车 4 一 5， 
则 

eg, b=min(1, da, b))=min(1, 0)=0 
因此 。 满足 [ai]。 

(2) 设 m 5E 人 。 根 据 定义 e(c, 玖 一 0 5) 或 
sla, 8) 一 I。 先 假设 e(c, 了 )=2(a, 5)， 则 2 5)<1, 因 a 
是 度量 ， 故 95, a) 一 da, 8)<1， 

从 而 
el(b, a)—adcb, a)=d(4a, 0)=e(a, $b)。 
再 假设 e(c, b=1， 则 Ql4, 5) 之 1， 从 而 
db, 0)=d(a, 8)>1, 
从 而 
elb, 8)—1=e(a, $), 
在 两 种 情况 下 ，e 都 满足 CU,]。 
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《3) 设 4, 6, cE€ 好 ， 我 们 要 证 明 三 角 不 等 式 成 立 
el4, Cea, b)+el(b, 0)。 
注意 ，el&, 0) 一 min(1, ge 0))<<1， 因 此 车 elg, 5)=1 或 
eb, 6) 二 1， 则 三 角 不 等 式 便 成 立 。 但 若 e(e, 了 )<1 
与 eC6, 0)<1 同时 成 立时 ， 则 有 
ela, b)=d(q, 8) 及 elb, co) 一 gfD，c)。 
因此 
ela, 0) 一 min(1, dla, c))<d(e OA, 8) + Aad, oy 
=e{a, 6)+e(b, c)。 

于 是 在 所 有 情况 下 三 角 不 等 式 都 成 立 ， 因 此 。 满 足 [MsJ。 
(4) 最 后 设 s, BEX 且 ob， 则 Qta, 86)*0， 因 此 
(ay 8)=min(1, a(a, 8)) 0, 

这 说 明 。 满 足 [MU], 

4. 没 Q 为 非 空 集 X 上 的 一 个 度量 ， 求 证 ， 和 由 下面 公式 
eter 
定义 的 函数 。 也 是 也 上 的 一 个 度量 。 

解 : 因为 & 是 一 个 度量 ， 所 以 6。 显然 满足 EM1]，[M,] 
及 [性 ,]， 故 只 须 证 明 e 满足 LA:]， 即 满足 三 角 不 等 式 。 

为 此 ， 设 6, 8, cE 了 ， 则 


dg, d) < Ao, 5) 
1 十 区 cy a)+alb, e) ~ 1+d(a, b) 


el(a, 0)=- 


=e(a, $) 


Ab, oe) < AC, ©) 


及 HGey 6 +a, 6 ~ 1+4d(D, oy 


=e(b, 0)。 


[Ed 
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des oc) dla, b+AB, e) 
‘0 OF Tr o) -Ta dTAd, o 
AD) 
1+d(a, 8)+A(b, ¢) 
Bo 
1 十 Ca 的 十 GO， ey 


<ela, b) +eld, ce) 
于 是 。 是 一 个 度量 。 


开 球 

5。 求证 引 理 8.2:， 设 信 为 以 2 为 中 心 、 以 人 为 半径 的 开 
球 ， 即 ，8 一 AS(D，3)， 员 对 于 每 点 9ES， 有 一 以 9 为 中 心 
的 江 球 了 存在， 使 全 包 仿 在 之 内 。 

解 因 gE8=S(p, 8), 故 

dlp, 9) <8, (人 

因此 2=6 -Ad(p, g)>0。 

易 证 ， 以 8 为 中 心 、 以 8 为 半径 的 
并 球 T 了 =5S(9, 6) 是 8 的 一 个 子 集 。 

为 此 , 设 %*ET=S(g, 8), 则 dl(z, 9)<e 一 3 一 2(9，p)， 
因此 由 三 角 不 等 式 得 
dr, Pdr, q) +a(g, Pp) <I dg, pT+A(g, p) 一 3。 

因 & 与 9 的 距离 <8， 故 ES=S(2， 8)， 所 以 ZEP 意 
指 sE5。 这 说 明了 P 是 8 的 子 集 ( 见 上 图 》。 

6, 设 8 与 ?为 实数 ， 满足 0<a<3，8S(p, 5) 与 
SCp,82) 宛 是 并 球 ， 求 证 ， 

Slp, 8)CB(p, 8.), 
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解 ， 设 %ESCp, 0)， 则 ao Pp) 之 81， 因此 
ZEASCp， B82), 

于 是 S(p, 8) ES(p, 62)。 

?, 求证 : 车 与 了 为 两 个 同心 开 球 ， 则 其 中 一 个 必 为 
另 一 个 的 子 集 。 

解 ， 设 S=S(p, 61) 和 人 =SCp, 8:)， 即 8 和 全 具有 园 
一 中 心 pg 分别 有 半径 3 和 8,。 不 是 6.<8 就 是 6.<81， 
因此 由 上 题 ， 不 是 SS 就 是 TCS。 

8。 求 证 引 理 8.3: 设 有 与 品 为 开 了 妹 , 又 设 pESfS。， 
则 有 以 为 中 心 的 一 个 开 球 8 存在 ， 使 PESac Si S,。 

解 ， 因 pE;, S, 是 一 个 开 球 , 故 由 引 理 8.2, 有 以 2 为 
中 心 的 一 个 开 球 型 存在 , 使 bE S78,。 同 理 有 以 2 为 中 
心 的 一 个 开 球 82 存在 使 PE 态 己 5S,。 现 在 太 与 妨 都 以 p 
为 中 心 ， 所 以 由 习题 1 知 82 与 2 中 必 有 一 个 辟 如 说 含 
在 另 一 个 之 中 ， 于 是 我 们 有 

PESICS, 和 5ES CS CS， 

从 而 PE SS8 站 S:， 因 此 我 们 可 以 取 So 一 Si ( 见 下 图 ) 。 


度量 拓扑 
9. 求证 ， 设 站 为 度量 空间 ， 又 设 多 , 珍 示 以 gE 用 为 中 
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心 的 一 切 开 妹 所 成 的 组 ， 则 多 s 是 8 点 处 的 一 个 局 部 基 。 

解 ， 设 G 为 下 中 含 p 的 一 个 开 子 集 。 因 卫 中 的 一 切 开 球 
关于 度量 拓扑 构成 一 个 基 ， 故 有 开 球 8 使 PESCG。 但 由 引 
理 8.2， 有 以 ?为 中 心 的 开 球 95E 9 使 pE8Sxc-SCG 因 
此 Ds 是 处 的 一 个 局 部 其。 

10. 求证 定理 8.5， 设 四 为 一 度量 空间 ， 则 下 列 的 以 
DE XX 为 中 心 的 可 数 开 球 组 

2= {8(p, 1), SCp, 3), Bps 本) 


多 成 2 点 处 的 一 个 局 部 基 。 

解 : 设 G 为 卫 中 含 Pp 点 的 一 个 开 子 集 ， 则 由 上 一 习题 ， 
有 以 2 为 中 心 的 开 球 Stp, 3) 存在 ,使 PE SCp, 5)CG。 因 
5>0, 故 有 EN 使 1/m6<5， 因 此 


n€ s(n, 二 ) CS, EG 


2 
其 中 (Pp， 几 -)E 2。 因 此 2 是 p 处 的 一 个 局 部 基 。 


11， 求 证 定理 8.6; 度量 空间 下 中 一 集 4 的 闭 包 肛 是 与 
4 距离 为 零 欧 点 全 体 所 成 的 集 ， 即 ， 有 二 {x,9(z, 4) 二 0}。 

解 : 设 2《p, 4) 一 0, 则 任何 以 乡 为 中 心 的 开 球 因而 任何 
含 2 的 开 集 G 至 少 也 含 4 的 一 个 点 。 因 此 Pp 或 属于 4， 或 是 
4 的 一 个 极限 点 ， 所 以 pE4。 

另 一 方面 ， 设 Pp, 4) 二 e>0， 则 以 P 为 中 心 的 开 球 


58(p， 二 e) 不 全 4 的 点 ， 亦 央 pEcxt(4)， 从 面 PEA。 合 


起 来 ， 就 有 4 一 {2: dz 4) 二 0}。 
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13. 求证 : 度量 空间 互 的 子 集 尺 是 闭 集 ， 当 上 且 仅 当 
{e: dls, F)=0}CF, 
解 :直接 从 第 11 题 以 及 : “一 个 集 丸 是 闭 集 ， 当 卫 仅 当 


至 一 豆 " 便 可 得 证 。 

13， 设 刀 为 度量 空间 互 的 闵 集 ， 点 PE 及 而 不 属于 了 
ppEF, WA(p, F)SEO。 

解 ; 车 7， 了 ) 二 0 和 已 是 闭 集 ， 则 由 习题 12，p€ 了 。 
但 由 假设 PEP， 所 以 @p, 丸 ) 二 0。 

14， 求证 定理 8.8; 设 4, 召 为 度量 空间 闷 中 邢 斥 的 闭 
集 ， 则 有 互 斥 的 开 集 对 与 五 存在 ， 使 ACG, BC 有 H。 

解 ， 若 4, B 中 有 一 个 是 空 集 ， 敬 如 说 4 二 多， 则 2 与 
尺 为 五 斥 的 开 集 ， 使 4 局 ，BCX。 故 可 设 4, 都 是 非 空 
集 。 设 5E4， 因 4, 8 互 斥 ， 故 6#B， 但 因 B 是 闭 集 ， 训 
由 上 一 习题 知 d(4, B) =6。>0。 类 似 地 车 3E B， 则 

dB, 4) =6,>0。 


令 8.8(@, 48,), Ss-8 (5, 1 8,) 
则 gE€ S63E SC 志 队 图 )。 


可 以 证 明 这 两 个 集 
G=UtS: a64} 及 H-U{Sy bEB} 
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猎 捷 定理 所 要 求 的 条 件 。 现 在 G 与 吾 都 是 开 集 ， 因 为 它们 都 
是 开 球 的 并 。 此 外 ，4 ES。 意 指 4CG，DES 党 指 B 二 H， 
只 和 者 证 明 GN 甩 一 2。 
用 反 证 法 。 假 设 会 但 且 寺 名 ， 艾 如 说 pEG1 吾 , 则 : 
3cuE4，zjoE 吾 使 得 PE So,, pE So 
又 设 go 50) 二 2 之 0。 则 
dg, BY =<e, db A) = due 
俱 pE8e, PESe， 故 
dlao, PD< 1 Boos dp bo)< 
因此 由 三 角 不 等 式 得 
da, bo) =ed(go, p) + ap, Bo)< 3 8 Buse 


1 1 2 
Cie le= 2 
Ht 


但 这 是 不 可 能 的 。 因 此 GG 和 五 是 互 斥 的 ， 定 型 成 立 。 


等 价 度量 


15. 设 8 与 6 是 集 呈 上 的 度量 ， 使 得 对 于 每 个 以 9E 子 
为 中 心 的 人 和 开 球 8 来 说 有 以 8 为 中 心 的 *- 开 球 S。 存 
在 ,使 S.C5s。 求 证 ， 由 & 所 诱 生 的 拓扑 tw 比 由 。 所 诱 生 
的 拓扑 Ye 粗 ， 即 CT 

解 ， 设 经 ETe, 我 们 要 证 GG 也 是 一 个 。- 开 集 。 设 pEG。 
因为 G 是 @- 开 集 ， 故 存在 一 个 以 2 为 中 心 的 全 开 球 8， 使 
PESsCG。 册 假设 ， 存 在 一 个 以 8 为 中 心 的 e- 开 球 Su(p)， 
使 PES6CP)CS8sCG。 从 而 

G=U {8,(p), EG}, 
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于 是 好 是 e- 齐 球 的 并 ， 所 以 它 也 是 e- 开 集 。 因 此 recCTr。 

16. 设 Q 与 e 均 为 集 X 上 的 度量 , 使 得 对 于 每 个 以 
2E 也 为 中 心 的 &- 开 球 品 来 说 有 以 2E 忆 为 中 心 的 e- 开 
球 8, 存在 ,使 SCSs， 反 之 对 于 每 个 以 pE 呈 为 中 心 的 
e- 开 球 Se， 有 dd- 开 球 82 存在 , 使 82C8s。 求 证 ，4 与 6 
为 等 价 度量 ， 即 ， 它 们 诱 生 出 卫 上 同一 个 拓扑 。 

解 ， 由 习题 15， 由 a 诱 生 的 拓扑 粗 于 由 。 诱 人生 的 拓 
扑 Y， 寻 Tc-Te。 由 习题 15 同样 有 ToCTe。 因 此 一 To。 

17， 求 证, 平面 R* 上 的 通常 度量 2 等 价 于 例题 1.5 中 
所 定义 的 R* 上 的 度量 中 及。 

解 ， 注 意 ， 任 意 一 个 圆 盘 内 本 以 画 一 个 正方 形 ， 如 下 图 
(5) 所 示 ; 一 个 正方 形 内 可 以 画 一 个 较 盘 ， 如 下 图 ( 妃 所 未 。 
现在 在 一 个 辆 盘 内 所 有 的 点 构成 一 个 吧 - 开 球 ， 而 在 一 个 正方 
形 内 所 有 药 点 构成 一 个 中 开 球 ， 记 以 由 习题 16， 度 量 & 和 
所 是 等 价 的 。 

另外 ， 我 们 可 以 在 一 个 圆 盘 内 夯 一 个 鞭 形 ， 如 下 图 (c 》 
所 示 ， 在 一 个 莹 形 内 可 以 画 一 个 圆 盘 ， 如 下 疼 (2) 所 示 。 因 
为 在 菱形 内 所 有 的 点 构成 一 个 吃 - 开 球 ， 故 由 习题 16, 3 和 
中 是 等 价 的 。 
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18. 设 名 [0 巧 表 示 定 义 在 了 一 [0, 1] 上 的 实 连 续 函 数 
全 体 ， 考 察 多 [0,， 世 上册 下 面 两 个 公式 定义 的 度量 @ 与 6 
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of, 9) =sup{ 1) 一 9(o : TE 
of, 0 = If) -gl 


《 见 例 1.3 与 例 1.4), 求证 ， 出 4 诱 生 的 拓扑 Ts 不 粗 于 由 。 
诱 生 的 拓扑 Ts， 即 宗 T。 

解 ， 设 多 是 常 值 函数 p(2) 一 2， 令 es 一 1， 则 球 Se(p, 2) 
由 所 有 这 种 连续 函数 9 组 成 ， 其 值 界 于 8 一 1 与 $+1 之 间 ， 
即 对 一 切 2€19 满足 1<g(z)<3( 见 附 图 )。 


| 水 | 

' 

ZB NS 
EU ISSNSSSN 
Fi ! | 


只 要 证 明 Ss(p, ?) 不 包含 任何 以 ?为 中 心 的 。- 开 球 就 足够 
了 ， 即 ， 只 要 证 ， 对 于 任何 5>06， 有 S,(p, 8)Salp, 2)。 
为 此 考察 由 0， 人 到 《 亏 8，27 的 绒 段 及 由 (村 8, 2) 到 《1, 2》 
的 线段 合 成 的 折 续 所 表示 的 通 数 9， 即 由 下 面 式 于 


-人 14 当 0<ce< i 


Lo hu 


po | 
2 当 于 8<ss1 


定义 的 函 煞 9(e)《 见 上 图)。 
注意 ?与 9 之 间 的 面积 为 去 3， 即 ez 外 一 守 8， 则 


9E8s《p, 3)。 但 是 &CD, 9) 一 2， 故 9 从 Se(p 8)。 这 说 明 对 
于 任意 的 38>0 来 说 ,都 有 Se(2，8) 所 Se(p, sa)， 所 以 站 Tao 


一 963 一 ， 


切 ， 设 儿 [e, 5] 表示 团 区 同 二 [4,0] 上 的 连续 函数 全 
体 。 考 察 名 [ay 所 上 出 下 而 两 个 公式 所 定义 的 度量 5 与 6 
dp 9) =sup{ Ra) 一 9C2)|: LEXY 
ef 0) =] fC) go)l ds, 
求证 ， 由 。 诱 生 的 拓扑 疡 比 由 @& 诱 生 的 拓扑 宇 为 粗 ， 即 
CoC Tao 
和 解 ， 设 So(p, 5) 为 多 [as 妇 中 性 一 以 PE 多 Fes 的 为 中 
心 的 e- 开 球 ， 令 8 一 5， 由 习题 15， 证 明 下 述 这 点 是 足 


够 了 ，8a(p 8) 《以 为 心 ，5 为 半径 的 8- 开 球 ) 是 BS。(p, 2) 
的 子 集 ， 好 Sa(p, 68)CS,(p, £)。 
为 此 设 fESakp,， 8)， 则 


sup{ jpC®) 一 Po j<8= 5 因此， 
otp, P= 1 pe) -fl oe 
< sup{ lp(s) ~ ew)l Jas 
< ps =， 
故 FES(p, e)， 所 以 Se(p 8)CS(p, e}。 


蕉 范 空间 
20， 求 证 定理 8. 13:， 在 赋 范 空间 V 上 由 下 面 公 趟 


ov, w)—t2—wl, 
其 中 9, % 均 为 VY 中 的 向 最 ， 所 定义 的 函数 @ 是 V 上 的 一 个 
度量 。 
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解 ，(1) 注意 由 [WJ] 得 
Boy w= |v—0 
Goy w=-ol=l0!=0 
所 以 2 满足 [和 ,J。 
(2) 出 [Vs] 得 
Qc%v, w= lo w= oi ol=|—1|.]w—2) 
=]w—v]=0(w, 0) 
所 以 满足 Fs]。 
(3) 由 [2]， 
lytwl<lvl+ hel 
对 一 切 4, wEYV 成 立 ， 从 而 ， 当 4,5, CEV 对 ， 以 
Y= b, W=b—c 
代入 ， 得 
Ia-cl=1(—0)+(0 -=1%+0l 
<lol+rbol=he—6l -+1 of 
就 是 说 ，9(a, Cc) <d(a, 5) -dtB, c)， 因 此 3 满足 [MJ]。 
(4) 最 后 车 ?二 w 则 % 一 w 夺 0， 从 而 由 [NJ 得 
Av, w) =I -wi>0 
就 是 说 ，8 满足 [ 姥 ,J。 
21. 求证 Cauchy-Schuarz 不 等 式 : 对 于 R” 中 任何 两 点 
2 一 人 ，…，qn》 及 9 一 (5 …， bn)， 有 


sbl<lohlg-y 六 le ya 
其 中 tpl 是 欧 色 范 数 。 


解 ， 若 一 0 或 9 一 0， 则 不 等 式 成 为 0 冬 0， 这 是 自然 成 
立 的 。 因 此 , 只 需 考察 0 同时 qe0 的 情况 ， 即 |p 0 同 
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时 1gl 二 0 的 情况 。 
现在 对 于 任何 实数 x，yER， 有 

O09) =0— 20+ 

即 
220 委 喇 十 咏 (1) 
轨 « 和 是 任意 实 数 , 放 在 (1 中 可 令 #= 直人，2 一 -人 
所 以 对 任意 名 
ede ll Nal ,lol 

2 por < pl + Ta 
但 由 欧 氏 范 数 的 定义 ，3lalz= laj: 及 512=igl 所 以 
将 (2) 式 对 宇 求 和 ， 利 用 la8j= lllail， 得 


吕 lsbil 之 lob 了 hol: lg 


=2 


2 ppl oF op + Ta 
led 
就 是 说 tejia <! 


上 式 两 边 乘 以 fpj'191， 就 得 到 所 要 求 的 不 等 式 。 

22， 求证 Minkouski 不 等 式 ， 对 R” 中 任何 两 点 

p=《@ rs Gm》 及 9 一 人 8， bn》 

有 lp+ ghtel+ lal 
即 : MBlatbl M3 + Dd, 

解 ， 若 1p+91 一 0， 则 不 等 式 自然 成 立 。 因 此 只 需要 洗 
察 12 十 ?1 二 0 的 情况 。 

首先 注意 ， 对 任何 实数 4, 与 5, 有 

letb llel + dt, 
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因此 1p+gP=3le+8|:=3let bl et bl 
SAA A 
Ab 
但 由 Cauchy-Schuarz 不 等 式 有 
Blatb. lla lhlp+ a to 
及 ALA 
于 是 得 
tp+al’<lp-r gt: Hl- lo- gte tal 
=Hp-r gillpl + tg) 
由 于 我 们 考察 的 是 } 2 十 时 二 0 的 情况 ， 所 以 可 以 用 |p 十 器 除 
上 上 式 两 端 ， 便 得 Minkowski 不 等 式 。 
23， 求证 Buclid 范 数 
| 四 一 w 3 ， 其 中 加。，…， an>ER， 
满足 公理 CW,], [CW] 及 [No]。 

解 ，[ 信 ,J 是 从 实数 的 性 质 推 得 , LN,] 就 是 Minkowski 不 
等 式 , 它 已 在 上 题 得 到 证 明 。 因 此 只 须 证 明 [;] 成 立 。 对 任 
何 向 秆 p= 二 44.，…, 4m) 和 任意 实数 ERR， 有 

baph= bm,, ,em |= Hb, han) 
一 A SliolT = Fltlilal = Ml Bl 
=vV EMVBal = Blor 一 | 上 vi 
因此 [WJ] 也 成 立 。 

24， 求 证 定理 8.11: m 维 欧 外 空间 是 一 个 度量 空间 ， 
即 ，R” 上 的 欧 兵 度量 满足 公理 [ 允 ] 到 [ 开 J]。 

解 ， 利 用 习题 23 及 R" 上 的 欧 氏 度量 是 由 R”" 上 的 网 氏 
范 数 诱 生 的 这 个 结论 。 

25。 设 Cai 8， ws.， …)? 是 收敛 实数 列 ， 具 有 性 质 ， 对 一 
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切 2EN ai<2 成 立 。 求证，lme,<3。 

解 ， 假设 lime,=e>8 并 设 s=4-5>0。 因 Q>4， 故 
存在 和 EN 使 得 

Qa 1 一 tool < 一 4 一 加 

于 是 -wo<< 一 六 ， 央 此 0<e， 但 这 与 假设 矛盾。 

从 刨 ，lim av<B。 

26. 求证 关于 无 限 和 的 Minkowski 不 等 式 ， 若 《aw》， 
<5)ER”， 则 

A 


WY Bb /Boh ty lb 
解 ， 由 关于 有 限 和 的 Minkowski 不 等 式 得 ， 
六 ora VSI ty Ser 


<V lo ty lbh 
天 为 对 于 任何 加 EN， 上 式 成 立 ， 上 所 以 由 上 题 结果 在 极限 情 
况 不 等 式 仍 成 立 。 


27. 求证 ，R” 上 的 五 - 范 数 ， 即 as? 一 人 了 io ;中 
公理 LEN，[mi] 及 CN,]。 


] 
解 ， 这 和 23 题 中 欧 氏 范 数 满足 公理 FN,I， [入 ,] 和 [Ns] 


的 证 明 是 类 似 的 。 

28， 求 证 定理 8.12，Hilbert 空间 (或 -空间 ) 是 一 个 
度量 空间 。 

解 ， 利 用 27 题 及 R“” 上 的 度 基 是 由 瑟 - 基数 放生 的 这 
个 缚 沦 。 
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29。 设 实 教 g 与 五 有 下 述 性 项 , 对 任何 a>0 有 <<b++4， 
求证 ，e<3。 
解 ， 假设 o>B， 周 一 8+8， 其 中 8>0。 设 ae- 于 8， 


现在 6>5+ 二 3=5+s， 其 中 5>0。 但 这 与 假设 水 抽 ， 放 


VD。 
30。 设 了 =[0, 雪 ， 求 证 对 名 [0， 1 上 的 陨 数 了 
If} =sup{ |f(2) } 
是 一 个 范 数 。 
解 ， 已 知 闲 区 间 上 的 实 连续 函数 是 有 界 的 ， 所 以 1f4 的 
定义 是 合理 的 。 
0) 因 1Ke)1>0 对 任何 ET 成 立 ， 故 jzz0， 又 
f=0 if Fe) =0 
对 每 个 EI 成 立 ， 即 下 f=9。 这 说 明 [] 得 到 满足 。 
《2) 令 8s>0， 则 存在 和 ET 使 
Hf+tol=sup{ | .Kaz)+g(z)1)S1 co) 十 ao) 十 # 
多 |Kzo) t+ lg)! +s 
sup{ | F(2) 1 + sup{ig (2) |} +e 
= Hh lgl +e, 
因此 出 习题 29 得 
if+ol<lrtt gn 
这 说 明 [A:] 得 到 满足 。 
《3) 现在 设 8ER， 则 
Nfl=sup{l (EF) (8)1} =sup{ EAE) 1 
=sup{ lb) fo)1}= hlsup{ fC2) 1}= 21H 
这 说 明 [As] 得 到 满足 。， 
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补充 习题 
度量 


3{. 设 鹃 (了 了) 是 从 任意 集 及 到 度量 空间 (了, 0) 的 
所 有 有 界 函 数 的 集 组 ， 求 证 函数 。 是 多 (了 7) 上 的 一 个 度 
是 
elfs 9)=sup{d(F(2), g(2)): LE TT} 
32， 设 包 ，…, dn 分 别 是 耳 ，…s En 上 的 度量 ,求证 
下 列 务 数 是 积 集 久 二 IE 入 ,上 的 度量 
dp, 9 =max{d Gs 601) «es Go(any gm 
ep, 9)= (2, b+ thom, Bm) 
其 中 史 一 《9 gr》 9 一 《0 Bm》 EX=IEZ 
33， 设 Rt 二 RRU {oo, 一 oo} 是 扩充 了 的 实 直 线 ， 又 设 
fF Re>[—1, 1] 
由 2)=21(14+ 1%1) 若 sER，eco)= 一 1 一 co) 一 一] 所 
定义 。 求 延 下 茄 的 函数 是 R* 上 的 度量 : 
dv, P= Fm) 一 Fo)1。 
34、 设 恨 * 囊 示 非 负 实数 ， 又 设 刀 只 "~>RR+ 是 一 个 连 
续 函 数 ， 使 
(1) 大 0 一 0 
(Hi) f+ EH) + fy), 
(让) wy 导致 (2) < 了 9)， 
求证 车 a 是 任 一 集合 也 上 的 一 个 度量 ， 刚 复合 函数 fo4 也 是 
甩 上 的 一 个 度量 。 
35， 设 P 是 某 集合 了 上 的 准 度 量 ， 设 一 是 耳 内 出 
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a~b iff pla, b)=0 
所 定义 的 关系 。 
(i) 求证 一 是 互 内 的 一 个 等 价 关系 。 
〈 主 )》 求证 下 面 的 函数 是 商 集 了 /一 一 《re]， sc 总 } 上 的 
一 个 度量 ， 
d(Te], [BI)=Pp(a, 0), 
其 中 [o] 表 示 a€ 县 的 等 价 类 。 
36， 设 多 [0, 1] 表示 [0, 1J. 上 (Riemann) 可 积 函 数 的 集 
组 。 求 证 下 面 函 数 是 纪 [0, 1] 上 的 准 度 量 ， 
pf, »=[ 1 Ac) —g C2) [dx 
并 用 反例 证 明 p 不 是 一 个 度量 。 
37， 求 证 函数 4 是 集合 全 上 的 一 个 度量 ， 当 且 仅 当 它 满 
足下 列 两 个 条 件 。 
Ci) dl(g, 5)==0 当 且 仅 当 4 一 5， 
(i) dla, Yaa, b) Adce, b)。 


集 食 之 间 的 距 识 ， 直 径 

38， 试 举 一 例 说 明 实 直线 尺 上 有 两 个 闭 子 集 4 与 B 

a(4, B)=0 但 4N B= 多。 
39， 设 a 是 时 上 的 一 个 度量 。 求 证 对 任何 子 集 
A, BCX, 

Ci) dAU BCA A) + AB AA, B) 

(i) dA)=AA), . 

40. 设 @ 是 上 的 一 个 度量 ， 又 设 4 是 卫 的 任 一 子 集 ， 
求证 由 f(z) 二 Lz, .4) 所 定义 的 函数 无 苹 > 尺 是 连续 的 。 
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41， 考虑 由 d(Ca, 了)) 二 1a 一 51《 即 民 中 道 常 的 度量 》 
所 定义 的 函数 & R:->R。 求 证 ， 对 于 直线 R 和 平面 R: 上 
的 通常 拓扑 4 是 连续 的 。 

42. 设 4 是 度量 空间 及 的 任 一 子 集 ， 证明 以 4)=a&(A) 


度 衣 拓扑 


43, 设 (4, 0) 是 (ZX, 0) 的 一 个 度量 子 空间 ,求证 (4, 人) 
也 是 (Xd) 的 一 个 拓扑 子 空间 、 妈 4 在 4 上 的 收缩 诱导 出 
4 上 的 相对 拓扑 。 

44， 求 证， 若 拓 扑 空 间 (X，r) 同 胚 于 一 个 度量 空间 
(7, 9)， 风 (六 ,7) 是 可 度量 化 的 。 

45， 求证 定理 8.10; 着 ( 卫 , 4) 与 (了 , 6) 等 距 , 则 (ZX, 9) 
也 与 (了 , e) 间 胚 。 

46， 试 给 一 例 说 明 一 个 开 球 

SCp, 8) 一 {e， dp, 2)<8} 
的 闵 包 不 必 是 团 球 
Sp, 8)={r, dp, 2)<8}, 

47。 求 证 闭 球 主 (p, 8) 一 {e， dp, x)<<8) 是 闭 的 。 

48， 求 证， 度量 空间 苹 中 的 序列 《qi 6，…)， 收 笋 于 
点 & 当 且 仅 当 实数 列 (2(e 2)，c(as，pD)，…) 收 敏 于 0ER 
即 

fim 一 2 证 limd(a,, p)—0。 

49,， 求证 : 在 度量 空间 于 中 车 lim6,=p，limb, ==g， 
则 实数 列 《8(a， B40), ea 3.) ?收敛 于 GD 9) ER， 
即 

Hm d(@n, bY) dlima,, lim b,), 
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等 价 度量 


50, 设 @ 是 卫 上 的 一 个 度量 ， 求 证 下 述 度量 与 9 笑 价 ， 
elg, 6)=min{1, dls, b)}。 
51. 设 4 是 卫 上 的 一 个 上 度量 ， 求 证 下 述 度量 与 @ 等 价 : 


ew 0) = dg, b) 


1+a(a, 6)° 
52. 设 与 6 是 世上 的 度量， 假设 丝 , 多 ER 使 得 对 每 
对 4,5E 芋 有 
dla, bhelg, b) 与 cl4, OBAdla, b) 
求证 & 与 是 等 价 上 度量 。 


m 维 欧 氏 空间 ，Hilbert 空间 


53, 设 P 一 《ai Gy Gm) Pi es om) 
… 是 mm 维 欧 氏 空 间 的 点 ,求证 94>4 二 461,52，…, bm)， 当 
且 仪 当 财 =19 《8 gaty Bsr， …)》 收 伍 于 入 好 在 
每 一 坐标 空间 中 投影 (mr(po)> 收 敛 于 mmx(9g)。 

54， 求 证 如 好 是 Hilbert 空间 到 的 一 个 开 子 集 ， 册 

2p 一 《6w) EQ 使 ,二 0。 

55， 设 * 表示 Hilbert 空间 中 中 由 第 一 坐标 为 零 的 所 
有 点 组 成 的 真子 空间 ，(i) 求证 及 * 是 闭 的 ，(ii) 求证 五 * 
在 H 中 是 无 处 秋 密 的 ， 即 int( 召 *) = 多 。 

56. 设 和 一 (qu gz 7 2 一 人 9 Gm, …) 是 R" 的 
点 ， 优 设 实 数列 《mr(po)》> 一 (ait 9ak， rt …》 对 每 一 FEN 
收复 于 如 

(i) 求证 9 一 by 5 ?器 于 民 ”。 


(六 》 有 求证 序列 《Bi Po， …) 收 敛 于 g。 
Hilbert 立方 体 


57、 对 每 一 nEN, 使 0<ou< 二 的 所 有 实数 序列 《ay 


aay …》 的 集合 上 称 为 Hilbert 立方 体 (Hilbert cube)。 
(i) 求证 [是 R” 的 一 个 子 集 。 
(站 ) 求证 1 是 让 ”的 一 个 闭 的 、 有 办 的 子 集 。 


轿 范 空间 


58. 设 罗 ( 瑟 , 良 ) 表示 定义 于 某 非 空 集 卫 上 的 所 有 有 界 
实 函 数 ;对 一 展 的 集 组 。 求 证 1 ==sup{1f(w)1，zE€ 了 叉 } 是 
绍 ( 卫 , R) 上 的 范 数 。 

59. 线性 空间 及 上 的 两 个 范 数 上 …| 与 1… 是 每 价 的 ， 
当 且 仅 当 它们 在 忆 上 诱 生出 等 价 的 度量 ， 即 当 且 仅 当 它们 在 
世上 决定 相同 的 拓扑 。 求 证)… 等 价 于 二 当 且 仅 当 3 
9ay pi jaER 使 对 所 有 的 %E 芳 ， 

qjzj< lzlz<5lzl， 且 el <lzh<ssizjl:。 

60。 设 |.…1 是 欧 氏 范 数 ， 又 设 4 是 在 平面 只 : 上 诱 生 的 
欧 氏 度量 。 考 虑 下 面 所 定义 前 阴 数 。 
tpl+lgl 若 ipisslgl 
Qlv, 9) 车 |pl =|g4 
(1) 求证 是 尺 上 的 度量 。 
(二) 试 找 述 度量 空间 ( 民 *, 6) 中 的 开 球 。 


61. 来 证 ，1J1 一 上 17(4) lds 是 多 [0,1 上 的 一 个 范 邹 ， 


elp, =| 
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62， 设 斑 蚌 一 个 赋 范 空间 ， 求 证 由 f(z) 二 12 所 定义 的 
函数 六 瑟 ~> 疏 是 连续 移 。 


补充 习题 答案 
1 车 z=0 
36. 由 fee)={ 车 0<e<l 
认定 义 的 函数 户 [0， 妇 ~R 是 (Riemann》 可 积 的 ， 即 属于 
统 [0, 1j。 零 通 数 9%， -0，1]>R， 凤 对 所 有 %E50，1] 
9《2) 二 0 也 属于 绝 [0, 1]。 但 P(f,)==0 而 fg。 因 阶 P 不 
基 一 个 度 其 ， 因 为 它 不 满足 [CMs]。 
38. 令 4={2, 3, 4; 5, "而 
8-23， 34, 41， 小 
46. 设 8 为 包含 多 于 一 -个 点 的 集 瓦 土 的 平凡 度量 ， 划 对 
任 一 pC 
Sp, 1) 一 1 dp, 2)<1}={p} 
BS(p, 1)={2: Op, t) St}=X, 
但 3 诱 生出 六 上 的 离散 拓扑 ， 所 以 下 上 的 每 一 子 集 是 既 开 又 
沼 的 ， 于 是 
Sa, D= {p}—{p}* Sp, 1)。 
58. 提示 : 证 明 类 似 于 习题 30。 
60 《it) 若 lpj>3， 则 8(p,， 5) 是 贺 
{ss le =ipl} 
的 一 段 绝 。 若 1p|<<3， 则 S(p, 5) 由 
{x, lz|l=6— [pl} 
的 内 点 和 贺 {z，421 一 1 的 一 段 弧 上 的 点 组 成 。 
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pli=8 


61. N+91=] 1) +960) las 
去 | ell aw 


= fe ast eeolac= Dll 
。 。 
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第 九 章 可 数 人 性 


第 一 可 数 空间 (First countable spaces) 

一 个 拓扑 空间 互 若 满足 下 面 的 公理 : 

[C1] 对 于 天 中 每 点 bp， 有 可 数 的 开 集 组 绍 , 存 在， 其 中 每 
个 开 集 都 含 2 点 ， 使 得 每 个 含 2 点 的 开 集 邓 也 都 含有 
多 , 中 的 集 。 

则 称 基 为 一 个 第 一 可 数 空间 (first countable space) 上 述 公理 

[C,] 称 为 第 一 可 数 公理 (first axiom of countability)。 

换 句 话说， 一 个 拓扑 空间 互 是 第 一 可 数 空间 ， 当 用 仅 沼 
在 每 虑 PE 着 处 都 月 一 个 可 数 的 局 部 基 存 在 。 注 意 : 公 吾 
[C1] 是 拓扑 空间 义 的 一 个 局 部 性 质 (local property)， 印 它 
只 与 呈 点 的 任意 领域 的 性 质 有 关 。 

例 1.1 设 及 为 度量 空间 。 又 设 PE 及 。， 可 数 开 
球 纪 [Stps D，8(p 二 ) sp， 二 其 中 每 个 于 
都 以 名 为 中 心 ， 构 成 加 点 处 的 一 个 局 部 基 。 由 此 可 见 ， 每 个 
度量 空间 都 满足 第 一 可 数 公理 。 

例 1.2 设 及 为 任 一 离 朋 空间 ， 则 单元 素 集 {p} 是 开 集 
并 含 在 每 个 含 g9E 瑟 的 开 集 他 中 ， 政 每 个 离散 空 间 都 满足 
[LC] 

第 一 可 数 空间 有 下 述 性 质 (在 实 直 线 民 的 特殊 情况 下 已 
经 证 明 过 )， 
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定理 9.1 定义 在 第 一 下 数 空间 瑟 上 的 函数 在 点 2pE 开 处 为 
连续 ， 泪 且 仅 当 它 在 2 处 序列 连续 。 

换 名 话说 ， 若 下 满 吓 [OJ， 则 J: 了 > 了 在 BE 六 处 为 
连续 ， 当 且 仅 当 对 于 飞 中 任何 收敛 于 2 的 序列 《en> 来 说 ， 
序列 《8,)》 在 了 中 收敛 于 .fo)， 即 

GP 意 指 六 cs) 一 7D)。 

注意 ” 芳 罗 。 是 在 点 pE 了 XY 处 的 一 个 可 数 局 部 基 ， 则 我 们 可 

以 用 中 来 把 约 , 中 的 元 素 编 号 ， 即 可 以 把 绍 , 守成 ; 
Br=1{B, B,, -…} 

(在 多;s 是 有 限 组 时 ， 我 们 允许 罗 。 中 的 集 重 复出 现 )。 
车 还 有 如 二 有 一 3 一 … 则 称 多 ,为 2 点 处 的 一 个 局 
部 赛 基 〈nested Iocal base)， 我 们 在 习题 解答 中 将 证 
明 ， 从 一 个 可 数 局 部 基 必 能 造 一 个 局 部 赛 基 。 


第 二 可 数 空间 (Second countable spaces ) 


一 个 拓扑 空间 (下, *) 若 满足 下 面 的 公理 ， 
[Cs] 拓扑 有 一 个 可 数 基 多 。 
贴 称 为 一 个 第 二 可 数 空间 (second cotntabie space)， 上 述 公 
理 称 为 第 二 可 数 公理 〈second axiom of countability)。 

注意 :第 二 可 数 性 是 拓扑 空间 的 一 个 整体 性 质 〈 或 称 
大 范围 的 性 质 ) 而 不 是 一 个 局 部 性 质 。 

例 2.1 以 有 理 点 为 端点 的 开 区 间 (8, 5) 所 成 的 组 《 即 
0 了 EQ 的 一 切 区 间 ) 静 是 可 数 的 ， 并 且 是 构成 实 直 线 民 上 
通常 拓扑 的 一 个 基 ， 所 以 尽 是 一 个 第 二 可 数 空 间 ， 即 民 满 
是 [Os]。 

例 2.2 考察 实 直线 尺 上 的 离散 拓 压 号 。 一 个 集 组 绍 能 


一 268 一 


Pi tex 


成 为 离散 拓 村 的 一 个 类 ， 举 ， 
但 民 是 不 可 数 的 ， 从 而 民 中 的 一 切 草 元素 焦 所 成 之 组 也 是 
不 可 数 的 ， 因 此 〔(R,， 信 ) 不 满足 第 二 可 数 公 理 。 

设 乡 是 空间 六 的 一 个 可 数 基 ， 又 设 用 。 是 由 多 中 所 有 各 
名 点 的 集 构成 的 组 , 则 穷 。 是 2 处 的 局 部 可 数 基 。 换 句 话说， 
有 下 面 的 命题 : 
命题 9.2 ”第 一 可 数 空间 也 必 是 第 一 可 数 的 。 

另 一 方面 , 由 例 2.2 知 ， 冉 予 离散 拓扑 的 实 直线 民 不满 
足 f0:]， 但 由 例 1.2 知 它 却 满足 [Cij。 因 此 看 出 上 述 命 题 
的 逆 命 题 是 不 成 立 的 。 


Eindelsf 定理 


首先 引入 玫 个 术 请 ， 设 4C: 买 又 设 .oz 为 天 的 一 个 子 集 


组 。 若 
ACU {BE, EE .wy} 


则 称 .sz 为 4 的 一 个 复 划 (cover， 或 coveting)， 或 说 “ozg 复 盖 
4?。 若 .of 中 每 个 集 都 是 宗 的 开 集 ， 则 称 . 史 为 4 的 一 个 开 复 
蒜 (open cover)。 若 .wy 含有 一 个 可 数 的 《 或 右 限 的 ) 子 组 ， 
这 个 子 组 也 能 复 次 4， 则 称 “.x 可 简化 为 一 个 可 数 (或 有 限 ) 
复 芒 ”(reducible to a countable (finite)cover) 或 说 “7 含 一 
可 数 ( 或 有 限 ) 于 复 蕊 (subeover)”。 

第 二 可 数 空间 的 最 基本 的 性 质 包 含 在 下 面 两 个 定理 中 ， 
这 些 定理 是 属于 Lindel6f 的 。 
定理 9.8 设 4 为 第 二 可 数 空间 到 的 任 一 子 集 ， 则 4 的 任何 

开 复 盖 可 简化 为 一 个 可 数 复 盖 。 

定理 9.4 设 芝 为 第 二 可 数 空间 ， 则 之 的 任何 基 比 均 可 简化 


0 


为 筷 的 一个 可 数 基 。 

上 述 定 理 引 出 所 谓 Lindel8f 空间 的 概念 ， 一 个 拓 扑 空 
间 下 称 为 一 个 Lindelaf 空间 是 指 交 的 任何 一 个 升 复 盖 独 可 
简化 为 一 个 可 数 复 盖 。 因此 每 个 第 二 可 数 空间 都 是 一 个 Lin- 
delaf 空间 。 


可 分 空间 ( Separable spaces 》 


一 全 拓扑 空间 闷 若 满足 以 下 公理 ; 
[S] 瑟 含 有 一 个 可 数 的 筒 密 子 集 。 
则 称 电 为 可 分 (separable) 。 

换 和 旬 话 说 ， 肝 为 可 分 , 当 且 仅 当 存在 及 的 有 限 子 集 4 或 
可 列子 集 4， 使 得 4 的 半 包 就 是 全 空间 ， 即 4 =XX。 

例 3.1 实 直 线 民 赋 以 通常 托 扑 时 ， 是 一 个 可 分 空间 , 
因为 有 理 数 业 Q@ 可 数 而 且 在 民 中 稳 密 ， 印 QQ 二 RR。 

例 3.2 考察 赋 以 离散 拓扑 多 的 宗 直 线 民 ， 则 尽 中 任何 
集 都 妍 是 国 一 开 集 也 是 急 一 阔 集 ， 因 此 民 中 唯一 的 纺 一 咎 
密集 就 是 尽 本 身 。 但 民 是 不 可 数 的 ， 故 (R， 今 ) 不 是 可 分 
空间 。 

我 们 将 说 明 任何 第 二 可 数 空间 也 是 可 分 的 。 
命题 9.5 若 尼 满足 第 二 可 数 公 理 ， 则 耻 是 可 分 的 。 

设 对 实 直线 尽 赋 以 由 一 - 切 左 闭 右 开 区 间 '[a, 5) 所 成 的 
区 间 组 所 产生 的 拓扑 *， 则 它 是 可 分 空间 而 不 满足 第 二 可 数 
公理 的 典型 例子 ， 所 以 上 述 命题 的 道 命 愿 一般 是 不 成 立 的 。 
然而 ， 下 面 的 特殊 情况 却 是 成 立 的 。 
定理 9.6 可 分 的 度量 空间 是 第 二 可 数 空 间 。 

例 3.8 设 CL0, 1] 表示 闲 区 间 [0, 1] 上 的 连续 西 雪 全 

— 960— 


体 所 构成 的 线性 空间 ， 并 在 其 中 肪 以 由 下 面 公式 定义 的 范 
教 : 
1 有 一 sup { .Ko OS%1} 
则 由 Weierstrass 过 这 定理 知道 对 于 住 何 函 数 fE ODD, 1] 
及 任 一 8>>0， 存 在 具有 理 杀 数 的 多 项 式 卫 使 
lf—pl<e 
即 | Ko) 一 pCY) | 之 8 对 一 切 ZEL0, 1] 成 立 。 
图 此 ， 所 有 这 此 多 项 式 构成 之 集 开 在 C[0, 1] 中 再 密 ， 
但 G1 是 可 数 集 ， 因 此 CE0, 1] 可 分 。 于 是 由 定理 9.6，O[0， 
是 第 二 可 数 的 。 
在 最 后 一 例 中 我 们 来 说 明度 量 空间 可 以 是 不 可 分 的 。 
例 3.4 考察 平面 民 上 由 下 面 公式 
ep | 人 ol+ltel 车 ipl=rlgl 
G(p, 9) 落 ]2l 一 tc 
定义 的 度 要 By 其 中 有 | 表示 R* 上 的 欧 民 范 教 ， 而 如 是 请 
生 的 道 常 度量 ( 见 第 八 说 ， 习 题 60)。 
注意 著 p 夺 (0, 0), 且 83<12|， 


则 6- 开 球 SCp, 8) 只 由 国 周 二 
P=iz, Il= lpl} 7 
上 的 一 些 点 所 物 成 ( 见 附 图 )。 因 此 ， { + 

不 可 能 成 为 任 一 集 4CR* 的 一 个 素 。“\、| 

点 ， 除 非 44 会 有 疗 周 瑟 上 的 点 。 但 是 “~ 

以 《0 0) 为 中 心 的 固 周 的 教 要 是 不 可 

数 的 ， 因 此 一 般 说 4C 民 : 不 可 能 在 民 ? 中 筒 密 ， 除 非 4 是 不 
可 数 的 ， 这 就 说 明度 量 宝 间 (RR?， 6) 是 不 可 分 的 。 


遗传 性 《Hereditary properties ) 
设 王 为 拓扑 空间 时 的 一 个 性 质 ， 闭 并 的 任何 子 空间 也 都 
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有 这 个 性 质 P, 则 称 已 为 一 个 可 遗传 的 性 质 (hereditary pro- 
perty)。 我 们 将 证 明 第 二 可 数 空间 的 任何 子 空间 是 第 一 可 数 
的 ， 第 一 可 数 空间 的 任何 子 空间 是 第 一 可 数 的 。 

换 句 话说 ， 第 一 可 数 性 [0O,] 及 第 二 可 数 狂 [C,] 都 是 可 
遗传 的 。 另 一 方面 ， 我 们 将 用 反例 来 说 明 ， 可 分 空间 的 子 容 
间 可 以 是 不 可 分 的 ， 妈 可 分 性 是 不 可 遗传 的 。 

_ 最 后 用 下 面 的 图 作为 结束 ， 它 仅 给 出 本 章 中 三 个 公理 之 
间 的 关系 ; 
可 分 福 < 一 第 二 可 数 性 一 一 第 一 可 数 性 
其 中 第 头 表示 “导致 ”的 意 乱 ， 这 就 是 命题 9.2 及 命题 9.5 
的 内 容 。 


习题 解答 
第 一 可 数 空间 
1 求证 ;第 一 可 数 空间 (站 ，T) 的 任何 子 空间 (Zr， 上) 
也 是 第 一 可 数 的 。 


姐 设 PE 了 。 因 了 CX， 故 bE 玉 。 按 假设 (并 7) 是 
第 一 可 数 空间 ， 故 2 处 有 可 数 的 *- 局 部 基 多 ?={Bu:nEIN} 
存在 。 由 以 前 的 习题 知道 妥 *= 人 站 Bi:pEN+ 是 2 处 的 
一 个 全 -局 部 基 。 出 于 绍 s* 蚌 育 数 的 ,因此 (了 , ty) 满足 
:Ci]。 

2、 设 罗 一 {8， G9 … 是 PE 处 一 个 可 数 局 部 基 。 
( i ) 在 昂 处 有 一 个 局 部 套 基 存 在 。 
. (二 ) 车 及 满足 [Ci , 则 在 每 点 pE 碟 处 都 有 局 部 套 基 
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存在 。 

解 :GD 令 吾 一 Gy 下 一 GTG B=G) NN G6,, 
…， 则 召 一 再 一 …， 且 每 个 BB 都 是 含 2 点 的 开 集 ， 另 外 设 
GG 为 含 乡 的 一 个 并 集 ， 则 

有 mEN 使 BocCGnCG， 

因此 ，1{B,, B,，…} 是 名 点 处 一 个 局 部 套 基 。 

人) 车 下 满足 [CU。 设 任 一 2E 瑟 ， 则 由 [Ci], 在 2 处 
有 一 可 数 局 部 基 存 在 。 于 是 利用 (i)， 在 % 处 一 个 局 部 套 
基 存在 。 

3. 设 多 ,={ 刀 ，B, 是 铺 E 开 处 一 个 局 部 套 芷 ， 
又 设 序 列 《el sa …> 满足 @E B40,€ B,，…。 求 证 : 
《4a) 收敛 于 P。 

解 ， 设 G 为 合 p 的 开 集 。 因 邹 。 是 ?处 的 一 个 局 部 基 ， 
故 

有 mEN 使 得 BoCG, 

但 丝 , 是 套 基 ， 故 当 mmo 时 有 mc Bw 二 9G， 因 此 np。 

4。 设 大 实 直 线 R 上 的 有 限 余 拓扑 ， 即 站 由 纪 及 有 限 
集 的 余 集 所 构成 。 求 证 ，( 民 , t) 不 满足 第 一 可 数 公理 。 

解 ， 用 反 证 法 。 假 设 (R, 7) 是 满足 [0,] 的 ， 则 1ER 
有 可 数 的 局 部 开 基 多 ,二 {B,: nEN}。 因 每 个 B, 是 7 一 开 
集 ， 故 它 的 余 集 下 是 * 一 闭 集 ， 从 而 是 有 限 集 ， 因 此 4 一 
U {B%; wEN) 作为 可 数 个 有 限 集 之 并 是 可 数 的 。 但 民 是 不 
可 数 的 ， 故 有 点 PER 存在 ， 它 异 于 1， 而 又 不 属于 有 4， 即 
PEd', 

现在 ， 由 De Morgan 定律 ， 得 

PEd'=(U{B;:, nEN})’ 


六 
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—N{B, nE N} 
一 站 1B n€ N} 
因此 对 于 每 个 nE N, pE B,。 另 一 方面 ，{2}* 作为 有 限 集 的 
余 集 是 一 开 集 ， 而 且 由 于 2s1l 所 以 {8j" 包 含 1。 由 于 
级 ,是 局 部 基 ， 故 有 Bm《 绍 ! 使 BwCtp} ,因此 Pp& Bn， 
但 这 和 “对 于 每 个 hE NN, pE B,” 的 结论 是 互相 矛 后 的 。 从 
而 推 得 最 初 关于 (R, 7) 满足 第 一 可 数 公理 的 假定 是 错误 的 。 
5， 求 证 定理 9. 1: 设 久 满足 第 一 可 数 公 理 ， 则 产生 ~ 

了 在 PE 下 为 连续 的 充 要 条 件 是 它 在 jp 处 为 序列 连续 。 

解 ， 因 对 任何 拓扑 空间 ， 前 已 证 明 ， 若 了 在 % 连续 则 了 
必 在 多 序列 连续 ， 故 我 们 只 须 证 明 它 的 送 命题 ， 实 际 二 只 须 
证 明 逆 否 命题 ， 若 了 在 2 不 连续 ， 则 了 在 2 也 必 不 序列 连 
续 。 

设 及" 一 {B，B8:，…) 为 jp 处 的 一 个 局 部 套 基 ,又 没 f 在 
?不 连续 ， 则 了 中 有 开 集 如 存在 ， 使 

f(D)EH 但 BB 六 [有 对 每 个 nEN 成立 。 
于 是 对 每 个 mE N， 
有 aEB, 使 ws 人 广 江 召 ] 它 导 致 So) 4 
现在 由 以 前 的 习题 得 
4 一 >p 而 ao sr 

因为 含 f(p) 的 开 集 刀 不 含 序列 的 任何 项。 有 从 而 ;上 了 在 ?处 
不 是 序列 连续 。 


第 二 可 数 空 间 
6， 求 证 :平面 R* 荆 以 通常 拓扑 满足 第 二 可 数 公 理 。 
解 ， 平面 RR 上 一 点 ， 车 其 两 个 坐标 都 基 有 理 数 时 ， 称 
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为 “有 再 点 ”学 而 上 一 钱 眉 ， 若 其 长 为 有 更 数 时 ， 称 为 “有 
理 线 段 ”。 设 地 表示 平面 R* 上 一 切 以 有 理 点 为 中 心 ， 以 有 再 
线段 为 半径 的 开 加 盘 所 成 的 组 ， 则 多 是 个 可 数 集 ， 同 时 又 是 
R: 上 通常 拓扑 的 一 个 基 。 因 此 R: 是 一 个 第 二 可 数 空 间 。 
7. 求证 ， 第 二 可 数 空间 的 任何 子 空间 都 是 第 二 可 数 
的 。 
解 ， 设 多 二 {B。: nE N} 是 第 二 可 数 空间 总 的 一 个 可 数 
贡 , 了 为 玉 的 一 个 子 空间 。 则 由 以 前 的 习题 知道 ; By 一 {了 但 
吾 : n€ N} 是 了 的 一 个 基 。 由 于 多 是 可 数 的 ， 所 以 了 满足 
TC:]。 
8. 求证 Lingel8f 定理 9.3, 设 4 为 第 二 可 数 空间 了 
的 任 一 子 集 ， 若 乡 是 4 的 一 个 开 复 盖 ， 则 多 可 简化 为 一 个 可 
数 复 盖 。 
解 ， 设 : 用 为 总 的 一 个 可 数 基 。 因 多 是 4 的 一 个 开 复 盖 ， 
故 4 U{G, GE 多 }。 于 是 对 于 每 点 PE 4， 有 hE 使 
PE Gp。 又 因 辣 是 尺 的 一 个 基 ， 故 对 每 点 PE 4， 
有 BE 多 使 pEBcCG， 
因此 AC Ut{Bo: PE 4}。 但 {Bi DE4} 二 呈 
因此 大 可 数 的 ， 于 是 有 
{B,: PE A}=1{B,: nE N} 
共 中 有 是 一 个 可 数 的 指标 集 。 现 在 对 每 个 EN， 选 一 集 
6E 多 使 BC-G,， 则 
ACU{B,, rEN}CU {0G,: »EN} 
所 以 {1G %nEN} 是 多 的 一 个 可 数 子 复 广 。 
9. 求证 Lindelaf 定理 9.4， 若 多 是 第 二 可 数 空间 卫 
的 一 个 基 ， 则 乡 可 简化 为 耻 移 一 个 可 数 基 。 
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解 ， 因 义 是 第 二 可 数 , 故 革 有 一 可 数 基 傣 =={B,: nE N} 

因 侈 也 是 互 的 一 个 是 ， 改 对 每 个 mwE 有 ， 
及 一 U{G: GE 外， 其 中 光 : 忆 多 
所 以 多 ,是 妃 的 一 个 开 复 盖 。 而 由 前 一 习题 ， 乡 ,可 以 简化 
为 一 个 可 数 复 盖 G8， 即 对 每 个 mwE N, 有 可 数组 作 ; 导 乡 , 使 
B=U1G: GE GY 
但 由 于 多 是 总 的 一 个 基 ， 所 以 
2 一 人 G: GEG REN} 

就 成 为 互 的 一 个 项。 另外 乡 *C 终 ， 且 多 * 是 可 数 的 。 


可 分 性 

40. 设 下 是 集 互 上 的 有 限 余 拓 扑 ， 求 证 (了 X,T) 是 可 分 
的 ， 即 ， 它 售 有 可 数 的 砚 密 子 集 。 

解 ， 车 五 本 身 是 可 数 的 ， 风 卫 自 然 是 ( 卫 , 7) 的 可 数 称 
密 子 集 。 另 一 方面 ， 若 下 不 可 数 ， 则 它 必 含 一 可 列 集 《 即 非 
有 限 的 囊 数 集 )4 。 册 于 《和 ， TY) 中 的 7 一 闭 集 只 能 是 有 限 集 
及 玉 本 身 ， 放 非 有 限 可 数 集 4 的 闭 包 具 能 古 整个 空间 豆 。 即 
人 = 入。 但 4 可 数 ， 因 此 (对 ,+) 可 分 。 

11， 求证， 一 个 离散 空间 互 为 可 分 ， 当 且 仅 当 克 可 数 。 

解 。 注意 ， 离 局 空间 郊 中 的 任何 子 集 都 是 既 开 又 团 的 。 
内 此 在 瑟 中 弹 密 的 子 集 只 能 是 互 本 身 。 故 生 售 一 个 可 孝 笛 密 
子 集 ， 当 且 仅 当 互 可 数 ， 即 达 是 可 分 的 当 且 仅 当 忆 可 数 。 

12. 求证 命题 9.5， 若 互 满足 第 二 可 数 公理 ， 则 习 是 可 
分 的 。 

解 ， 因 区 满足 [Co], 故 互 有 可 煞 基 多 一 {B nE N}, 现 
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在 对 每 个 nEN, 选 一 点 64€ 请 ， 则 集 4 二 {0,: wnEN} 也 是 
可 数 的 。 我 们 来 证 ，4 二 及 ， 或 等 价 地 : 当 每 点 PE 人 年 ( 即 多 
属于 4 的 余 集 时 ) 时 汪 必 是 4 的 一 个 聚 点 。 

为 此 ， 设 G 是 售 ? 的 开 集 ， 则 好 至 少 含 一 集 BE€ 用， 
因此 swE 了 .CCG。 现 在 四 pE42 但 cuoE4， 故 sw 不同 于 
Z， 这 就 是 任何 食 p 的 开 集 仔 必 含 一 属于 殷 丽 蜡 于 的 点 ， 
油 面 是 和 4 的 一 个 嵌 点 。 

13。 设 Tt 是 平面 R? 上 由 下 列 一 切 “ 半 开 ?” 矩形 

[e, BD) x Le, d) —{l%, ys LT ob, ce<9< 引 
所 产生 的 拓 欣 ， 求 证 (RR*, T) 可 分 。 

铬 ,对 于 任何 46<5 及 c<d, 必 有 有 理 数 和 及 % 使 

a<<zo< 及 5c<y%<d， 因 此 上 面 的 开 和 矩形 

La, Ox [e, &) 
必 食 员 有 有 理 举 标 的 点 zu， go>， 就 是 说 在 R? 内 具有 理 数 
坐标 的 一 切 点 组 成 的 集 4=QxQ 在 R: 中 稠密 ， 但 4 是 可 
数 的 ， 故 (RR?, Tt) 可 分 。 

14. 试 举 反 例 以 证 明 ， 可 分 空间 的 子 空间 可 以 是 不 可 分 
的 。 即 ， 可 分 性 不 是 可 遗传 的 。 

解 ， 考 察 上 一 题 的 可 分 拓扑 空间 > 
(R?, +)。 注 意 ( 匈 第 六 章 习题 25) 直线 

P=1{C2, y): 2 二 4 一 0 
上 的 相对 拓扑 疡 是 离散 拓扑 , 因为 了 上 六 
的 每 个 单 点 集 {p} 都 是 z 一 开 集 ( 见 图 》。 伍 一 个 不 可 数 的 离 
散 空间 是 不 可 分 的 ， 记 以 (R*, *) 的 可 分 性 不 可 进 传 到 子 空 
间 (Y, ww) 上 。 
15， 设 人 SC(p, e) 是 度量 空间 万 中 的 一 个 开 球 ， 又 设 
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dp, 0) 之 3e， 求证， 当 半 <3< 时 
PEB(a, ES(p, 5)。 

解 ; 因 d(p, 49) 之 le<8. 枚 
2E 8S(z， 8)。 因 此 我 们 只 要 证 
8(4, 5)CSCp, 8) ( 见 网 )、 

分 TES(g, 8， 则 da， 


2)<<3， 出 三 角 不 等 式 
Ulp, TAP, 0) 十 CC 7) 


< ietactet iere, 


所 以 %ESCp, 6) 或 SC(&, 8)C8(%, 2)。 

16。 求 证 定理 9.6， 设 苹 是 可 分 的 度量 空间 ， 则 大兴 小 
是 LC,1, 即 ， 它 必 含 一 个 可 数 基 。 

解 ， 因 及 可 分 ， 故 又 合 一 可 数 砚 密 子 集 4。 邻 角 表 示 以 
所 中 之 点 为 中 心 ， 以 有 理 线段 长 为 半径 的 全 体 开 球 所 成 的 
组 ， 贡 ， 


B=1{S(4, 8): ¢€ A, SEQ} 
注意 绍 是 一 可 数 集 。 我 们 来 证 明 经 是 也 上 拓扑 的 一 个 茶 ， 弛 
要 证 ， 对 任何 开 集 9C 及 任何 点 PEG， 

有 AS(a, 8)E 雪 使 ES 6)CG。 
证 明 如 下 ， 因 PEG， 故 有 以 呈 为 中 心 之 开 球 SCp, 8) 使 
PES(p, CG, 
又 对 和 在 及 中 黎 密 ， 族 


有 mE 和 4 使 dp, 0)<le。 


一 268 一 


设 5, 是 个 有 理 数 ， 而 使 得 十 se< 5< 和 es 则 由 上 一 习题 知 ， 
PES(g,, BITSp, PC 他 
但 So，8) E 多 ， 故 史 是 导 上 拓扑 的 一 个 可 数 基 。 


补充 习题 


第 一 可 数 空间 

17。 求证 作为 第 一 可 数 空间 的 性 质 是 一 个 拓扑 性 质 。 

18. 设 绝 ,二 {B, Bs, …} 是 在 PE 下 处 的 一 个 局 部 春 
基 ， 求 证 多 的 任 一 子 序列 {B4, Bw，…} 也 是 在 2 处 的 一 
个 局 部 套 基 。 

19. 设 + 是 实 直 线 尽 上 出 左 闭 帮 开 区 名 ra, 3) 所 产生 
的 拓扑 ,求证 (R, 7) 出 于 在 任 一 点 PERR 处 具有 可 数 局 部 基 
而 满足 [CU。 

20， 设 了 是 平面 Re 上 由 半 开 秆 形 

[a, B) x Coe, d={C8, g): es<b, oy 

产生 的 拓扑 ， 求 证 (R', 7) 由 于 在 任 一 点 PE RR* 处 具有 可 数 
局 部 基 而 满足 E01]。 

21. 设 上 与 记 是 于 上 的 拓 补 ，* 粗 于 re， 即 TCre。 

(Ci ) 求证 如 果 (, 夺 ) 是 第 一 可 数 的 。 则 (K，z) 也 如 

此 。 
《五 )》 用 反例 说 明 0G) 的 逆 命 题 不 真 。 
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第 二 可 数 空间 

22， 求 证 作为 第 二 可 数 空间 的 性 质 是 一 个 拓扑 性 质 。 

23。 求证 若 瑟 有 一 个 可 数 的 准 基 ， 则 互 满足 [OsJ]。 

24， 试 给 出 m 维 欧 氏 空间 的 一 个 可 数 基 。 

25. 设 .wy 是 第 二 可 数 空间 闻 的 任 一 二 二 互 斥 的 开 子 集 
组 ， 求 证 .wp 是 一 个 可 数组 。 

26. 设 4 是 第 二 可 数 空间 及 的 不 可 数 子 集 ， 求 证 4 至少 
有 一 个 聚 点 。 

27， 设 工 是 实 直线 民 上 由 左 闭 丰 开 区 间 [4, 5) 所 产生 
的 拓扑 ， 求 证 《R, 7) 不 满足 [Cs]。 

28 求证 2 空间 (Hilbert 空间 ) 是 第 二 可 数 的 。 


可 分 空间 
29， 求 证 作为 可 分 空间 的 性 质 是 一 个 拓扑 性 质 。 
30, 求证 m 维 欧 氏 空间 是 可 分 的 。 
31, 求证 纪 - 空 间 (Hilbert 空间 ) 是 可 分 的 。 
32. 设 了 是 实 直 线 只 上 由 左 闭 右 开 区 间 [ac, 5) 所 产生 
的 拓扑 ， 求 证 CR, r) 是 可 分 的 。 
33。 设 T 与 夸 是 了 上 的 拓扑 ，t 粗 于 伟 ， 即 rCTe。 
《1 ) 求证 车 (XX, re) 是 可 分 的 ， 则 〈 互 , z) 也 是 可 
分 的 。 
《站 ) 甩 反 例证 明 (i 的 逆 命题 不 真 。 
34。 设 0[0, 1] 表 示 [0, 1] 上 连续 函数 的 集 组 , 赋 以 范 数 


HA alae 
求证 CE0, 二 是 可 分 的 ， 因 此 也 是 第 二 可 数 的 。 
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Lindelof 空间 


35。 求证 Lindel6f 空间 的 连续 象 也 庆 Lindel5f 空间 。 

36. 设 4 是 Lindelaf 空间 瑟 的 一 个 闭 子 集 。 求 证 具有 
相对 拓扑 的 4 也 是 一 个 Lindelaf 空间 。 

37。 求证 一 个 离散 空间 五 是 Lindelaf 空间 , 当 且 仅 当政 
是 一 个 可 数 集 。 

38. 设 了 是 平面 R* 上 出 半 开 和 扼 形 

[4, b) x Ee, 有 一 你 2， YY: GSD, cyO) 

所 产生 的 丘 扑 (见习 题 14)。T 诱 生 了 直线 了 ={《s, 9 
?十 Y 一 1} 上 的 离散 拓扑 。 求 证 (R*, +) 不 是 Lindel5f 的 ， 因 
而 (R:, 7) 是 一 个 不 满 吓 第 二 可 数 公理 欧 可 分 的 第 一 可 数 空 
河 。 
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第 十 章 隔离 性 公理 


引言 (Introduction ) 


拓扑 空间 下 的 许多 性 质 都 同 该 空间 中 开 集 的 “多 少 ”有 有 
关 。 大 致 可 以 这 样 说 ， 一 个 拓扑 空间 具有 的 并 集 “ 越 少 *, 则 
它 越 可 能 是 可 分 的 或 是 第 一 可 数 的 或 是 第 二 可 数 的 。 反 之 ， 
一 个 拓扑 空间 具有 的 开 集 “ 越 多 ”, 则 其 上 的 荔 数 越 容 易 连 续 ， 
其 中 的 点 列 越 容 易 有 唯一 前 极限 。 

本 章 讨 论 的 Alexandroff 与 Hopf 的 隔离 性 公理 (se- 
Paration axioms) 洲 求 空间 具有 “足够 多 ”的 开 焦 。 


T， 空 间 (T 一 spaces) 
一 个 拓扑 空间 及 称 为 一 个 了 空间 (了 ,-space) 是 指 它 满 
是 以 下 的 公理 : 
[J] 任 给 和 中 两 个 不 同 的 点 e 与 5, 则 每 一 点 都 属于 一 个 
开 集 ， 而 这 个 开 集 不 含有 另 一 点 ， 换 句 话说 ， 有 开 
集 避 与 开 集 召 ， 使 ， 
a€G,b¢EG WbEH,a¢H, 
注意 ， 开 集 各 与 妞 是 不 必 互 斥 的 。 
下 面前 定型 刻 划 出 如 空间 的 非常 简单 的 特征 ， 
定理 10.1 拓扑 空间 大 是 一 个 了 室 疝 ， 当 且 仅 当 艾 中 的 每 
个 单元 豪 集 1p} 都 是 闭 集 。 
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出 于 闲 集 的 有 限 并 也 是 阅 集 ， 故 由 上 述 定理 得 出 以 下 推 
论 : 
推论 10.2 (及, r) 为 了 空间, 当 且 仅 当 Tt 包含 际 上 的 有 限 

余 折 扑 。 

例 1.1 每 个 度量 空间 下 都 是 了 室 间 ,月 为 已 经 证 明 过 
互 中 的 有 限 全 都 是 闭 集 。 

例 1.2 考察 五 二 {4,5} 上 的 拓扑 T 一 { 合 ， 好 ， {48}}。 
注意 中 能 含 5 点 的 哈 一 开 集 是 革 ， 而 及 也 含 5， 由 此 可 
如 ( 置 ,T) 不 满足 [TW 即 不 是 室 闻 。 又 : 单元 素 集 {9} 
非 闭 集 ， 因 它 的 余 集 {5} 非 开 集 。 

例 1.3 立 上 的 宵 限 佘 拓扑 是 使 (及, T) 成 为 Tl 室 间 的 
好 粗 的 拓 掉 (推论 10.2)。 因 此 ， 有 有 限 祭 括 扑 也 称 为 外 拓 扩 
《Ttopology)。 


Hausdorff 空间 ( Hausdorff spaces) 

拓扑 空间 互 称 为 Hausdorftft 空间 或 T: 空间 (了 -space) 
是 指 它 满足 下 面 的 公理 ， 
CZs]。 互 中 任何 不 相同 的 两 点 都 分 别 属于 两 个 互 斥 的 开 集 。 

换 句 话说 ， 有 开 集 Gf 与 了 存在 ,使 

a€G, 6€EH, mGNR=, 

注意 ，Hansdorft 空间 必然 是 T, 空间 。 

例 2.1 我 们 来 证 明 任何 度量 空 间 及 是 Hausdorff 空 
间 。 设 4,5E 及 是 两 个 不 同 的 点 ， 则 由 [ 凑 ,] 有 ; 

de 5)=8>0 


考察 分 别 以 与 5 为 中 心 的 开 球 G8 (4， 去 sa) B=8 
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(5 于 sh 易 竹 GG 与 及 是 互 折 的 。 因 车 PEGN 朋 ， 则 da， 


中 < 于 6s dB，p) 性 s， 从 而 由 三 角 不 等 式 得 


aas BAe, 四 二 9(p, < 二 s 了 人。 


但 是 这 和 d(w, 了) 一 8 是 互相 矛盾 的 ， 因 此 他 与 再 互 斥 ， 即 4 
与 分 别 属 于 两 个 互 斥 的 开 球 他 和 吾 。 这 证 明 了 互 是 Haus- 
dorff 空间 。 

这 个 例题 的 结果 可 以 叙述 成 定理 ， 即 ， 
定理 10.3 任何 度量 空间 是 Haustlorff 空间 。 

例 2.2 设 上 为 实 直 线 尽 上 的 有 限 余 拓 扑 ( 即 人 拓扑 )， 
现在 来 证 明 《〈 民 , 7) 不 是 Hausdorff 空间 ， 为 此 ， 设 @ 与 召 
为 任意 非 空 的 了 一 开 集 。 列 他 与 召 者 是 无 限 全 ， 因 它们 都 是 
宵 限 集 的 余 集 。 假 设 父 门 召 = 他 ， 出 无 限 全 GCC- 及 ， 而 吾 * 
为 有 限 集 ， 这 不 可 能 ,因此 各 与 肛 不 是 互 床 的 。 从 而 在 民 中 
不 可 能 有 两 个 不 同 点 分 别 属 于 互 斥 的 两 个 Y 一 开业。 因此 人 
空间 可 以 不 是 Hausdorff 空间 。 

注意 ， 在 一 个 拓扑 空间 正中 ， 一 个 点 列 (ay ga ……》 一 
般 是 可 以 收 仑 于 且 中 前 不止 一 点 的 ， 但 当 甩 是 Hausdorff 空 
何 时 ， 这 种 情况 不 会 发 生 。 
定理 10.4 车 下 是 Hausdorff 空间 ， 则 在 互 中 每 个 收 伊 的 

点 列 有 了 唯一 的 极限 。 
上 述 定理 前 逆 命 题 是 不 成 立 的 ， 除 非 增添 附加 条 件 。 
定理 10.5 ” 若 开 是 第 一 可 数 空间 ， 则 并 是 Hausdorff 空间 
的 充 要 条 件 是 其 中 的 每 个 收 竹 点 列 有 唯一 的 极限 。 
注意 ”点 列 概念 已 被 推广 成 为 4 讽 ”(net)〈 也 称 moore -smith 
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序列 ) 的 概念 及 “过 滤 ”(filter) 的 概念 ， 利 用 这 些 概 
念 可 得 下 述 结论 : 
定理 10.4 A 五 是 Hausdorff 空间 ， 当 且 仅 当 且 中 任何 收 
和 铺 网 只 有 唯一 的 极限 。 
定理 10.4 昌 了 工 是 Hausdorff 空间 ， 当 且 仅 当 甩 中 每 个 收 
伍 的 过 滤 上 共有 唯一 的 极限 。 
网 和 过 让 这 两 个 概念 的 定义 和 上 述 两 个 定理 的 证 明 ， 都 
超出 了 本 书 的 范围 。 


正则 空间 (Regular spaces ) 


拓扑 空间 五 称 为 正则 (regular) 空间 是 指 它 满足 以 下 的 
公理 : 

LR]， 车 下 是 也 的 闭 集 ，PE 而 不 属于 驯 ， 则 有 互 慌 开 集 
G 与 召 存在 ， 使 PCG 及 pE HH。 

正则 空间 可 以 不 是 了 空间， 如 下 例 所 示 。 

例 3.1 考察 集 且 ={4,5,0} 上 的 拓扑 T 一 { 生 ,好 {fej， 
{6}}。 注 意 ; 是 中 的 闭 集 洽 好 也 是 耳 , 多 ， {9} 及 {8， 0}。 
所 以 (及 T) 是 满足 [ 尼 ] 的 。 但 另 一 方面 ( 卫 ， T) 不 是 全! 室 
间 ， 因 为 其 中 有 一 些 有 限 集 ， 例 如 单元 素 集 从 }， 它 们 都 不 
是 闭 集 。 

一 个 正则 空间 于 而 又 满足 隔离 性 公理 [7]， 即 .正则 的 
也 空间 称 为 一 个 7 空间 (Ty-space》， 

例 8.2 若 玉 是 Ts 空间, 则 下 也 是 Hausdortft 空间 〈 即 
和 空间 )。 为 证 明 这 一 点 ， 设 8, 了 DE 下 为 两 个 不 同 的 点 ， 固 
时 是 四 空间, 政 和 4} 是 一 闭 集 ， 又 因 4, 了 不 同 故 了 全 {9}。 
于 是 由 公理 上 Rl 有 互 斥 开 集合 与 旦 全 18}CG8 及 8E 旭 ， 因 
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此 9 五 分 出 属于 互 忒 的 开业 忆 与 召 。 


正规 空间 ( Normal spaces ) 


拓扑 空间 及 称 为 正规 空间 ， 是 指 它 满足 以 下 公理 ， 

[NJ， 若 丈 及 丈 是 和 中 互 斥 的 闭 集 ， 则 有 互 斥 的 开 集 妇 
与 互 存在 , 使 FG 及 PF 性 且 。 

正规 空间 的 特征 也 可 用 下 面 的 定理 来 刻 划 ， 

定理 10.6 拓扑 空间 下 为 正规 空间 ， 当 且 仅 当 对 于 任何 闭 
集 听 及 包含 了 的 开 集 吾 ， 有 开 集 存在 使 得 
FCGCGCH, 

例 4.1 由 陋 离 性 定理 8.8 可 知 ， 任 何 度量 室 间 是 正 规 
的 。 

例 4.2 考察 及 ={4, 5 of 上 的 拓 契 r 一 { 瑟 地，{e}， 
6}, {4， 5)}。 注 意 ; (总 ，T) 中 的 闭 业 是 互 ,他 ，{8， cj，{a， 
cj，{c}。 若 到， 下 ,为 (及 ，T) 中 两 个 互 床 的 闭 全 ， 则 其 中 之 
一 莒 如 说 下 必须 是 空 全 刀 。 因 此 奶 与 下 便 是 互 斥 的 开 集 且 
如 灾 妃 及 瑟 守 总 , 换 向 话说 (下 ，T) 是 正规 空间 。 男 一 方面 ， 
由 于 单元 素 集 {8} 不 是 闭 业 ， 所 以 (及 ,TT) 不 是 了 J 空间。 
又 : 由 于 4 全 {cy 而 能 包 会 {0} 的 开 集 只 有 一 个 即 慷 ， 而 肿 
丸 包 例 8， 所 以 (及 ,5) 也 不 是 正则 空间 。 

一 个 正规 空间 卫 若 还 满足 后 离 性 公理 [7,]J， 即 正规 的 
了 空间 称 为 T, 窄 间 ( 和 -space)。 

例 4.3 易 证 ， 设 及 是 空间， 则 它 必 是 了 空间 〔 即 
正则 的 了 室 间 )。 为 此 ， 设 下 是 及 中 的 闭 集 ， 又 设 pER， 
Pp 迁 ， 则 由 [人 D1], {PD} 是 闲 集 ， 且 图 所 和 {p} 是 互 斥 的 ， 于 
是 再 由 [ 划 ]， 有 互 床 开 集 旨 与 有 使 CG 及 pE{p} 忆 日。 

现在 我 们 知道 度量 空间 是 正规 空间 又 是 7 空间 ， 即 
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度量 空间 都 是 儿 空间 。 下 面 的 图 说 明 本 章 讨论 的 几 类 空 闻 
之 间 的 关系 ， 


石室 间 (Haus dorjf》 


石 空间 (正则 万宝 闻 7 
厂家 间 { 正 规 志 空间) 
启 量 空间 


Urysohn 引 理 及 度量 化 定理 ( Urysohn’s 


Iiesmmaand metrization theorem ) 
以 下 是 Urysobn 的 经 典 的 成 果 ， 、 
定理 10.7 《Urysohn 引 理 ) 设 与 了 ,为 正规 空间 有 中 的 
互 斥 闭 集 ， 则 有 连续 枉 歼 产 肝 ->[0, 1] 存在 ， 俩 
fCF1={0} 与 所 本 了 一 《全 
作为 Urysohn 引 理 的 一 个 重要 的 应 用 是 使 第 八 章 所 讨论 
的 度量 化 问题 得 到 部 分 的 解决 ， 这 就 是 下 面 的 定理 。 
定理 10.8 (Urysohn’'s metrization theorem), 任何 第 二 可 数 
正规 空间 是 可 诬 量 化 的 。 


实际 上 ， 我 们 将 证 ， 任何 第 二 可 孝 正 规 于 空间 周 豚 于 
只” 中 的 Hilbert 立方 体 的 一 个 子 集 。 


一 202 一 


将 点 隔 离 的 话 数组 (Functions that separateé 


points ) 


设 一 {fi: 旗 寻 是 从 集 站 到 集 了 的 函数 组 ,函数 组 -ob 
称 为 一 个 “将 点 幅 离 ”的 函数 组 (separate points) 是 指 : 对 
于 XX 中 任何 两 个 不 同 的 点 4 与 5，.xY 中 总 有 这 样 的 函数 了 存 
在 ， 使 Ka) 半 PCD)。 

例 5.1 .考察 下 面 定义 在 民 上 的 实 值 函 数组 : 

A={f (2) =sing, f (8) 一 sin28， 户 (一 sin35， oe} 
注意 : 因为 对 每 个 函数 亡 E.g 部 有 fn(0) 二 fn《T) 二 0， 所 以 
.不 是 将 点 策 离 的 晶 数 组 。 

例 5.2 设 COCX, 民 ) 表示 拓扑 空间 站 上 的 一 切实 值 连 
续 西 数 所 成 的 组 ， 可 证 ， 若 D( 疏 ,只 ) 是 将 点 两 匈 的 组 ， 则 
如是 Hausdorff 空间 。 为 此 ， 设 8， 了 EE 及 为 两 个 不 同 的 点 ， 
按 假 设 有 连 几 泗 数 f; 站 ~> 民 使 (4) 夺 f(5)， 但 民 是 Haus- 
dorff 空间 ， 窟 展 中 有 互 斥 开 集 鲜 与 吾 ， 分 别 含有 ,Fa) 与 
KBD)。 因 此 ， 送 象 广 ![G] 与 玉江 有 是 互 斥 开 集 , 并且 分 别 
含有 与 5， 摘自 话说 及 是 一 个 Hausdorff 空间 。 

将 此 例 的 结果 叙述 成 一 命题 如 下 : 
命题 10.9 芳 拓扑 空间 互 上 所 有 的 实 值 画 数 所 成 之 组 C(X， 

民 ) 是 一 个 将 点 隔离 的 组 ， 则 和 是 Hausdorif 空间 4 


完全 正则 空间 (Gompletely regular spaces ) 
拓扑 密 阐 四 称 为 完全 正则 (completely regular) 是 指头 满 
是 下 面 的 公 更。 
[Ca] 车 也是 文中 的 闭 集 ，PEX 但 不 局 于 万 ， 风 有 连续 了 
数 产 叉 >[0, 起 存在 使 1(P) 一 0 与 无 太一 1。 以 
~ 878 -— 


后 将 证 明 下 面 的 命题 。 
命题 10.10 完全 正则 空间 也 是 正则 的 。 

一 个 完全 正则 空间 而 又 满足 公理 [TY1], 即 完全 正则 的 了 了 1 
空间 称 为 Tychonoff 空间 (Tychonoff space)。 由 Urysohn 
引 理 可 知 ，T, 空间 是 Tychonoff 空间 ;另外 ,由 命题 10.10， 
一 个 Tychonoff 空间 是 一 个 7, 空间 ， 因 此 ，Tychonoff 空间 
即 完全 正则 的 了 空间 有 时 也 称 为 了 空间 。 

Tychonoff 空间 的 一 个 重要 性 质 如 下 ， 
定理 10.11 完全 正则 的 了 了, 空间 卫 上 的 一 切实 信和 连续 函数 

所 成 的 函数 组 C( 芝 , 民 ) 是 将 点 隔离 的 函数 组 。 ， 


习 题 解答 
人 空间 


1 来 证 定理 10.1: 拓扑 空间 为 7 空间， 当 且 你 当 
区 中 的 每 个 音 元 素 集 都 是 团 入 : 

解 ， 设 允 是 了 空间 ,又 设 PEX, 要 证 {8}* 是 开 集 。 为 
此 , 设 s€ 1p} 出 sxp， 并 由 [7 口 得 ， 

有 开 入 GG, 使 <E Gu 但 pEG。 

故 sEGuCtpj*， 所 以 {时 一 U 12. sz€ {p}}。 从 而 fp》 作 
为 开 集 之 并 是 开 集 。 于 是 {8} 是 闭 集 。 

反之 ,假设 对 于 每 点 PEX, {2p} 是 闭 祭 。 令 ar 8EX 同 
时 a 二 b， 风 由 ob 得 BE {sj*， 国 此 {9}* 是 禽 8 但 不 含 a 
的 开 集 。 同 再 {5}* 是 会 4 但 不 含 的 开 集 ， 这 就 证 明了 了 
是 空间 。 

2.、 求 证，“ 是 空间 ”这 个 性 质 是 可 超 传 的 ， 名 :了 
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空间 的 任何 子 空间 也 是 了, 空间 。 

解 : 设 (2,?) 是 TJ, 空间， 又 设 (9 rr) 是 (X, Tr) 的 
一 个 子 空间 ， 要 证 ， 了 中 前任 何 单元 素 集 {p} 都 是 rr 一 闭 
集 ， 或 其 等 价 形式 ， 了 \\{g} 是 二 一 开 集 。 

由 于 (了 7) 是 也 空间 ， 故 习 \{p} 是 5 一 开 集 。 但 

PETCXE>PTN{X\N{P} = TN {?} 
因此 ， 按 子 空间 的 定义 可 知 PN{p} 是 一 个 Ty 一 开 集 ， 这 就 
证 明了 《了 Y, Ty) 也 是 一 个 了 空间 。 

3。 求 证 ,TP, 空间 正中 的 有 限 集 是 没有 诊 点 的 。 

， 解 ， 设 4C 厂 含 wn 个 元 素 ， 艾 如 说 4 一 {s …， oj 。 由 
于 A 是 了, 空间 的 有 限 集 ， 所 以 它 是 闭 集 ， 从 而 4 食 有 它 的 
一 切取 点 。 但 '{cs，…，qnj 也 是 有 限 集 因而 也 是 闭 集 。 从 而 
{4s …， 49}" 是 含 5 的 开 集 ， 然 而 {4:,… gw}* 不 含 4 中 
蜡 于 ai 的 元 索 ， 故 6l 不 是 4 的 到 点 。 同 理 , 4 中 的 任何 其 他 
虚 都 不 蚌 4 的 怀 点 ， 这 就 证 明了 4 根本 脏 没 有 到 点 。 

4. 求 证， 任何 有 限 的 7, 空间 了 都 是 离散 空间 。 

解 ， 蛙 中 任何 集 都 是 有 限 集 因而 都 是 闭 集 ， 忆 中 任何 集 
都 是 有 限 集 的 余 集 ， 故 又 都 是 开 集 ， 所 以 达 是 离散 空间 。 

5. 求证， 设 交 是 亿 寿 间 ， 唱 下 列 命题 等 价 ， 

( 1) pE 及 是 4 的 一 个 来 点 。 
(i》 每 个 含 p 的 开 集 都 含有 4 的 无 限 个 点 。 

解 ， 册 集 的 罕 点 定义 知 ，(ii) 一 > (1)。 放 只 要 证 (i) 一 之 
(1) 

为 此 ， 设 身 是 食 Pp 的 开 集 ， 并 目 是 只 含 4 中 有 限 个 异 于 
的 点 ， 区 如 说 

B=(G\{g}) | A= {8 az on} 
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则 到 了 是 和 空间 互 的 腿 子 集 ， 故 了 是 闭 集 ， 从 而 Br 是 开 
梨 。 令 吾 =Gf Be， 则 召 是 开 集 ，2E 召 ， 但 到 不 含 4 中 蜡 于 
多 的 点 ， 所 以 ?不 4 是 的 陛 点 。 因 而 (i) = 这 (ii)。 

6， 设 四 为 ? 空间， 又 设 急 , 是 在 PE 总 处 的 局 部 基 ， 
求证 , 若 9E 马 不 同 于 2p， 则 多 。 中 有 元 素 不 含 9。 

解 ， 到 p 寺 9 及 及 满足 [T,1， 帮 有 开 集 GCX, 它 含 p 
而 不 含 98。 现在 氏 , 是 2 处 的 局 部 基 。 故 8 是 罗 * 中 某 个 集 
如 的 母 集 ， 这 个 集 卫 航 不 含 9。 

7， 设 及 是 满足 第 一 可 数 公 理 的 空间 ， 求 证， 若 
2pE 吕 是 集 4CX 的 一 个 褒 点 ， 则 有 路 钙 于 的 点 列 存在 、 
它 以 4 的 点 为 项 ， 并 且 这 些 项 是 两 两 不 相同 的 。 

解 ， 设 乡 ={B。} 为 了 处 的 局 部 万 基 , 令 如 ,一 B:， 因 多 
是 4 的 极 很 点 ， 故 Bi 含有 蜡 于 的 点 4E4， 由 前 一 习题 
知 ， 

有 BusE 雪 使 @ 伙 已。 
同 理 Bi 含有 蜡 于 点 的 s:E 4, 而 因为 4. Bi,， 故 @ 
也 不 同 于 ， 再 由 前 一 习题 知 ; 
有 BE 轨 使 9: 扩 B。 

另外 ， 呈 E Bi as Bi 一 BoSBe。 依 此 类 推 下 去 ， 则 可 
有 其 及 中 抽出 一 个 子 列 {BBi,，…} 来 ;内 4 中 抽出 一 个 点 列 
《gs ab …)， 其 中 的 项 两 两 不 同 ;而 且 0.€B,,, 6,€ B,,,…。 
但 {Bin} 也 是 2 处 的 一 个 局 部 套 基 ， 所 以 《my? 收敛 于 p。 


Hausdorif 空间 


8， 求证 : “是 Hausdorff 空间 ?这 个 性 质 是 可 遗传 的 
即 ，Hawsdorff 空间 前 任何 子 空间 也 是 Hausdorff 空间 。 
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解 : 设 ( 瑟 , r) 是 Hausdorff 空间 ， 又 设 (了 , rz) 是 
{ 互 , r) 的 子 空间 。 此 外 ， 设 s, 5EYCX 同 时 sb。 由 假 
设 ，( 互 , T) 是 Hausdorft 空间 因此 ， 
有 G, Het 使 4€G, 5bEH 及 GNH= 
由 子 空间 的 定义 ， 了 由 G4 及 了 站 召 是 fy- 开 集 。 而且， 
a€0, a€E VY—>0€EPNG 
bEH, bE YT—>bEYNH 
GNH=G—> YNO NYNH) 
=PN(GNE)=Y7NG=8 
《 如 下 图 所 示 )。 从 而 (了, ty) 也 是 一 个 Hausdorff 空间 。 


9. 设 + 是 实 直 线 尺 上 出 一 切 形 如 (w, 5] 的 左 开 右 团 
区 间 所 产生 的 拓扑 。 求 证 ，(R, *) 是 -Hausdorft 空间 。 

解 : 设 4, 5ER, 同 时 <s?, 属 如 说 e<5, 取 G= (ea 一 1 
9], 又 取 卫 =(@, 51。 则 G, HET, a€G, bE H 有 GNH= 
多 。 所 以 《 卫 , 7) 是 Hausdorff 空间 。 

10，. 求证 定理 10.4， 设 及 是 Hausdorff 空间 ， 则 肪 中 的 
每 个 收敛 序列 有 叭 一 的 极限 。 

解 : 设 La, 9;，…》 收 化 于 4, 又 收 化 于 5， 且 a 志 5。 则 
因 革 是 Hausdorif 空间 ， 示 有 开 集 Gf 与 甩 使 

soEG, bEH 而 GNH= 8 
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由 假设 《ay 收 敏 于 s。 因 此 有 me 了 使 得 n>m 就 有 
aiEG， 邮 他 含 Can) 中 除 有 限 项 外 的 所 有 项 。 但 G4 和 五 是 互 
斥 的 ,因此 五 只 能 含 不 属于 G 的 《as》 中 有 限 多 项 。 于 是 4》 
不 收敛 于 5。 但 这 就 与 假设 矛盾 ， 故 < 一 ?。 

11， 求 证 定理 10.5， 若 于 是 第 一 可 数 空间 , 则 下 列 命题 
等 价 ，(i) 对 是 Hausdorff 空间 。(ii) 且 中 每 个 收敛 点 列 有 
唯一 的 极限 。 

解 ， 由 上 一 习题 得 (i) 一 > (ii); 因而 只 须 证 (ii) 一 > (1)。 

用 反 证 法 ， 设 及 不 是 Hausdorff 空间 ， 则 有 4, $EX， 
4 二 Bb， 使 含 & 的 任何 开 集 必 与 合 5 的 任何 开 集 有 非 空 的 交 。 

现在 令 {G。j 与 { 召 。 分 别 为 & 与 3 处 的 局 部 套 基 , 则 对 
任何 EN, 均 有 Gf 间 晶 , 志 久 , 放 有 《ts ca …》 使 得 ac 
G 1B 64.€ 从 阳 ,，… 于 是 序 询 《4,42，…》 辣 时 收敛 于 
2 与 5 两 个 不 同 点 ， 这 样 定理 就 得 到 证 明 。 


正规 空间 和 Urysohn 引 理 


12。 求证 定理 10.6， 设 忆 是 一 个 拓扑 空 同 , 则 下 列 条 件 
是 等 价 的 ，(i) 无 是 正规 空间 ，(ii) 车 瑟 是 击 集 玉 的 一 个 开 
母 集 ， 则 存在 一 个 开 集 G， 使 得 FCGcG CC 日 。 

解 ，(i) = 一 > (i) 设 了 C 且 ,同时 万 是 闭 的 而 五 是 开 的 。 
财 至 "是 闭 集 ， 下 让 于 = 好。 但 马 是 正规 的 ， 因 此 

有 开 集 G 与 G4 存在 , 使 PCG, HCG* 同时 9 站 99 一 
全 但 由 BiGe= 苛 一 >GCGee 及 有 CC-G* 一 >G 瑟 五 此外 ， 
G"* 是 闭 集 ， 因 此 FCGCGCG"CH, 

(让 >(i)。 设 本 及 ,是 互 斥 闭 集 ， 则 下 CFi， 而 
Fi 是 开 集 。 由 (二)， 
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有 开 集 GG 存在， 使 得 已 CGC 如 一 确 

但 区 CHF 一 >CGr 及 GCG > ON 另外, 
是 开 集 。 于 是 CG 及 FC-Gr， 同 时 与 Gr 为 互 斥 逢 集 ; 
因此 下 是 正规 空间 。 

13, 设 绍 是 正规 了, 空 间 下 的 一 个 基 ，, 求证 :对 每 个 GE 
玉 及 任 一 点 ppEG， 有 GE 静 存 在 ， 使 PEGCGi。 

解 ， 因 了 是 工 , 空间 ， 故 {py 是 闭 集 ， 因 此 印 是 闭 集 
{p} 的 一 个 开 母 集 ， 于 是 由 定理 10.6 知 ， 

有 开 集 G 使 fpjcGCGcG， 

因 8E 及 哼 是 基 知 ， 有 GrE 鹏 , 使 PEGICGI 
所 以 EGi CC 在 。 但 CG 因此 9E€ 久 CG 

14. 设 DD 为 单位 区 间 [0, 切中 以 2 的 宕 为 分 母 的 真 分 数 
集 ， 即 

D-{1, 1, 3, 于 3, 8, T, St, 

2 4 4 8 8 8 8 16 16 

求证 ,DD 在 [0, 1] 中 黎 密 。 

解 为 了 证 明石 =[0, 要， 只 要 证 ,任何 开 区 间 (a 一 5， 
a 十 8)， 其 中 中 心 a€ 50, 1]， 都 含有 号 中 前 一 点 。 为 此 ， 注 
意 ，lim 二- 04 因此 给 定 3>0 后 ， 有 9 一 29， 使 0 人 < 二 < 
3。 考察 下 列 区 间 : 

2 
忆 杂 太 科 售 寺 


[5 [5 


由 于 [0，1] 就 是 上 述 区 间 的 并 ， 故 它们 中 必 有 一 个 食 as， 光 
， 一 24 一 


如 说 [ 守 ，” 汪 1] 含 6， 即 办 <a< 寺 +， 但 1<8. 放 
oT cats 


欣 旬 话说 ， 开 区 间 (48, 4a 十 3) 合力 中 的 点 守 ， 因 此 DD 在 


[0 1 称 密 。 

15。 求证 定理 10,7(Urysohn 引 理 ): 设 与 天, 为 正规 
空间 闷 中 的 互 斥 闭 集 ， 则 有 连续 函数 六 琶 >[0, i 存在， 
使 匹 P={0} 与 CRP 一 {1}。 

解 ， 按 假设 有 了 站, 一 2, 故 玉 己 醒 。 实 际 上 因 是 
里 集 ， 故 三 是 闭 集 FP, 的 开 母 集 ， 于 是 由 定理 10.6， 有 开 
集约 存在 ， 使 

PC CG, cP 


注意 G 是 闭 集 到 的 开 母 入， 三 是 闭 集 他; 的 开 母 集 。 因 
此 由 定性 10.6 又 可 知 有 开 集 GH; 及 G; 存在 ,使 
POG CGE, CC CGiC GC 
依 此 类 推 下 去 ， 风 用 号 表示 [0s 条 中 以 2*(nE N) 为 分 母 
的 分 数 全 体 时 ， 对 于 每 个 EE D， 有 一 个 开 集合 , 与 之 对 应 ， 
这 些 开 集 具备 这 样 的 全 质 , - 当 坟 , 刀 ED 而 和 < 和 时 ， 有 : 
[Se 
现在 ， 在 素 上 定义 一 个 西数 。 如 下 ， 
infft zwEG} 车 “EF, 
“feo)= {i 着 se 
注意 ， 对 任何 gE 了 对， 有 0<f(2) <1， 妈 ,了 将 及 映 入 £0， 
英之 中 ， 还 要 注意 ， 由 于 对 一 切 i€ 卫 都 有 可 己 全 ,, 故 按 定 
一 有 5 一 


义 可 知 放 ,] 一 {10}， 再 有 由 定义 直接 知道 J[F,]={1}， 所 
以 剩 下 要 证 明 的 只 是 了 的 连续 性 。 
由 第 七 章 习题 7 知道 ， 形 如 [0, &) 或 (3, 匡 的 区 间 的 
道 象 如 果 是 并 中 的 开 集 ， 则 了 连续 。 我 们 可 以 证 明 ， 
产 工 [0，a) 了 一 U {Gi, ti<o} (1) 
FG6, 111= U {Gi 1>8} (2) 
就 是 说 两 者 都 是 开 集 的 并 因而 是 开 集 。 证 明了 这 点 以 后 定理 
也 就 得 证 。 

先 证 明 (1)。 设 “E850, a)]， 则 Ze)E[0, 4); 如 
0&f(z)<g。 由 于 DD 在 50, 1] 称 密 ， 故 有 如 E D， 使 1%) 之 
<4， 换 包 话 说 ， 有 如 ED 使 

fs) =inf{i: EQ} ha 
由 此 可 知 5EG:。， 其 中 志 <e。 因 此 zE U {Gt<<e} ,这样 
就 证 明了 :六 ![[0, 4)] 中 的 任何 元 素 也 属于 U {GG,: i<<4}。 
即 fr0, ICU{G,: ia} 

反之 ， 设 9E UG:: i<4}, 则 有 HED 使 <a 及 YE 
G, ， 因 此 


fe)=int{ts yEQ,} tsa 
从 而 9 也 属于 了 7![[0, 4)]。 换 旬 话 说 ， 
U {Gr ta cr0, co)] 
把 以 上 两 种 结果 合 起 来 就 得 (1)。 

吏 证 (2)。 役 x%Ef":[C5, 1]]， 则 f(z)€ 05, 1， 即 3< 一 
Lz?)<1。 因 加 在 [50, 1] 中 称 密 ， 故 有 丸 , 和 EDD 使 5 之 
机 < 了 (2%)， 换 旬 话 说 ， 

Fe) =infit; EGG 人 > 和 
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夫 此 2 G,,， 注 意 由 如 必得 全 ,CCG4,， 帮 五 也 不 属于 节 ， 
因此 ，xE 醋 ,， 其 中 的 二 >5， 由 此 得 
ZE U {0 t>0} 
从 而 
广 工 (0 11IC U {G8 1>06}。 
另 一 方面 ， 设 yEU {9i: i> 了 }, 则 有 如 ED 使 1y>b 及 yE 
佑 ,， 从 而 YE 的 ,， 但 由 i< 刀 得 GG CG, , 歼 当 # 刀 
时 ，Y Go 
因此 
FD=inf{t, yE G} > >6 
从 而 %E 了 -1[(6, 1]]。 换 各 话说 ， 
U{Gi: t>B} Ef, 1 
以 上 两 个 结果 合 起 来 就 得 (2)。 

所 以 了 是 连续 的 而 Urysohn 引 理 就 得 到 证 明 。 

16， 求 证 定理 10.8 《Urysohn 度量 化 定理 ) 第 二 可 数 正 
规 祁 空间 及 是 可 度量 化 的 《实际 上 太 同 胚 于 R" 中 Hilbert 
立方 体 工 的 一 个 子 集 )。 

解 ， 若 下 是 有 限 集 ， 则 邓 是 离散 空间 ， 因 此 它 同 胚 于 五 
中 的 任何 与 开具 有 相等 点 数 的 子 集 ， 若 瑟 为 无 限 集 。 因 闻 第 
二 可 数 ， 故 系 有 可 列 基 家 ={G，Ga， Ga …} 其 中 乡 的 任 一 
元 素 厚 不 是 开本 身 。 

由 习题 13 可 以 证 明 ， 对 于 绍 中 的 每 一 个 元 素 9,， 必 有 
绍 中 的 男 一 元 案 Gy 存在 ， 使 瑟瑟 Qi。 由 所 有 满足 BCGi 这 
种 关系 的 有 序 偶 〈Gi, G> 所 成 的 组 也 是 可 列 的 , 因此 ， 可 以 
把 它们 排 成 一 列 ，p，p:，…， 其 中 因 一 人 Gy， Gy。 注 意 : 
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由 邵 ,cG, 得 嫩 , 与 Gi 是 站 中 的 互 斥 闭 集 ， 于 是 出 Ury- 
sohn 引 理 ， 有 函数 上 六 ， 瑟 ->[0, 1] 容 在 ,使 fn] 一 {0} 
及 [G4] 一 {1}。 
现在 定义 一 个 函数 P， 瑟 -> 了 如 下 ， 
DO (人 (人 

FO HY, ED, ,> 
注意 : 因 0<f.(r)<1 对 所有 nE 科 成立, 故 | 人 人 2 < 二 所 
以 f(%) 确 实 是 Hitbert 立方 体 工 中 的 一 点 (注意 【一人 Key: 
ER, n€EN, 0<a<1)), 


现在 来 证 明了 是 一 对 一 的 。 为 此 , 设 =, y 为 对 中 两 个 不 
同 的 点 。 因 开 是 如 空间 ， 故 基 有 中 有 元 素 似 使 "EGk， 但 
y 儿 人 G,。 由 本 章 习 题 13 可 知 ， 有 有 序 偶 Pa=《Gis, GD 存在 
使 *E 加 CG。 于 是 由 fm(4) 的 定义 可 知 : ， 因 zEB， 故 
jn) 二 0 因 y$G， 奈 f(y) 二 1， 即 YE 6M。 因此 (2) 守 
sy) 《这 是 因为 它们 将 第 加 个 坐标 不 同 》 这 圾 证 明了 上 是 一 
对 -区 。 

现在 来 证 明 下 是 连续 的 。 设 已 给 >>0， 着 有 pE 了 的 开 
邻 域 存在, 使 对 任何 seE 晶 都 有 47(2) 一 f(g)1<s 或 即 
Ice) 一 Kp)1*<s*， 则 了 在 P 连续。 

注意 ”1 一 天 PP 号- 过 全 下 


另外 ,由 于 大 的 信 总 蓝 在 [0 1 之 中 所以 | 大全 于 al 


出 Br 注意 如 Fw 让 收 敏 ， 记忆 有 mm 一 nC8), 它 不 低 束 于 4 与 


p 能 使 


mn 


2 DAD 
VO-HDP=Z a + 
现在 由 于 每 个 函数 及 ， 芋 ->[0, 习 是 过 续 的 ， 因 此 有 多 点 的 


并 信 城 6, 存在， 便当 4G, 时 有 (0) 一 AD < 让 .车 
令 G 一 维修 … 站 Go。 G 是 点 的 开 令 域 的 有 限 交 ， 因 而 G 也 
是 2 点 的 一 个 开 邻 域 。 而 县 洲 ne G， 风 
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这 就 证 明了 了 的 连续 性 。 

令 了 表示 了 的 值 域 ， 即 了 一 而 CT。 我 们 还 昌 证 明 
广 : 了 -> 并 也 是 连续 的 。 为 此 , 首先 注资 普 上 的 连续 性 和 序 
列 连 续 性 是 等 价 的 〈 见 定理 9.1)， 因 此 ， 对 于 Kp)E 了 来 
说 ， 落 当 任 何 序 列 《KKg)》 收敛 于 Ke) 时 ， 就 有 序列 (y,》 
收敛 于 p， 则 了 7! 就 在 (Pp) 连续 。 

现在 用 反 证 法 米 证 明 产 ! 的 连续 性 。 设 产 ! 不 连续 , 即 ， 
设 《fC 收 合 于 天 p), 而 (ys) 不 政 合 于 p。 则 有 允 的 一 个 
开 邻 域 G， 使 G 不 含 (yy 的 无 限 多 项 。 于 是 就 可 以 册 人 pn》 
取出 一 个 子 序列 (ww?， 使 zy 所 有 的 项 都 落 在 8 外 。 而 因 
pEG, 故 基 多 中 有 一 个 集 G 使 得 pE G:CG。 另 外 出 习题 13 
知 ， 有 一 有 序 侦 Pa 一 《Gj, 全 ) 使 PE 日 /于 GG 注意 因为 
对 所 有 的 nE 扩 都 有 m 共 BC， 从 而 mEG， 于 是 fn(p) =0， 
(89) 一 1， 网 1 一 jn)1: 一 1 并 县 


Lao -Ke 一 六 -ep 


Vv 


亦 即 Jo 一 玉 D> 喜 
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对 每 个 EN 成 立 。 

因而 序列 《as)》 不 收敛 于 了 Pp)， 但 这 和 假设 是 敌后 
的 。 这 说 明了 广 : 的 连续 性 。 

因而 了 是 一 个 同 胚 ， 原 辣 胚 于 Hilbert 立方 体 的 一 个 子 
集 ， 从 而 证 明了 于 是 可 度量 化 的 。 


正则 与 完全 正则 空间 (regular and completely regular spaces) 


17， 求证 命题 10.10， 完 全 正则 空间 叉 也 是 正则 的 。 

解 ， 设 五 为 卫 中 的 闲 集 ， 又 设 PE 三 而 不 属于 已。 直 马 
的 完全 正则 性 ,有 连续 函数 f: 全 >[0, 全 存在 ,使 (?) 一 0， 
JLP] 二 {1}。 但 民 及 其 子 空 闻 [50, 1 是 Hausdorff 空间 ， 
因此 有 互 斥 开 集 @ 与 召 分 别 含 0 与 1。 于 是 它们 的 道 . 广 [G] 
与 六 人 [HH] 是 互 斥 的 ， 开 的 ， 并 分 别 包含 点 与 集 了 ， 摘 名 
话说 ， 于 也 是 正则 的 。 

18. 求证 定理 10.11， 在 完全 正则 和 空间 开 上 的 一 切 
实 值 连续 函数 所 成 的 组 C( 且 , R) 是 将 点 隔离 的 。 

解 ， 设 4 与 5 为 卫 中 广 个 不 同 的 点 。 因 了 是 7 空间 ， 
故 人 0} 为 闭 集 ， 又 因 4, 5 不 同 ， 故 4E15}。 于 是 由 及 的 完 
全 正则 性 可 知 ， 有 及 上 的 实 值 连续 西数 了 存在 使 f(4)==0， 
天 15}] 二 1， 从 而 得 到 Fa) 二 f(5)。 

19. 设 (了, rr) 是 ( 卫 , 7) 的 子 空间 ,又 设 PE 了 及 4 
了 C 互 ， 求 证 : 若 2 不 属于 4 的 5 闭 包 , 则 Pp 也 不 属于 4 的 
了 闭 包 4。 

解 : 册子 空间 的 性 质 ( 郊 第 五 章 习 是 89), 易 证 ，4 的 ty 
闲 包 = 了 Nn4。 但 pE 了 而 p44 的 ry 半 包 ， 因 此 多 全 本 。 
(注意 ， 由 此 特别 可 知 ， 若 了 是 了 的 ty 亲子 集 ,而 p 儿 站， 
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则 2 人 天 )。 

20. 求证 “是 正则 空间 ”这 个 性 质 是 可 遗 传 的 。 即 : 
正则 空间 的 子 空间 是 正则 的 。 

解 : 设 (及 ,5) 是 正则 空间 ， 又 设 (了 ,> 是 (并 ，T) 的 
子 空 间 。 另 外 ， 设 pE 了 了， 又 设 克 是 了 的 一 个 空 阔 子 集 使 
PF。 则 由 习题 19, 以 卫 玫 示 问 的 5 一 闭 包 时 ，p 儿 了 了 。 按 很 
设 。( 马 , *) 是 正则 空间 ， 因 此 ， 

有 GG, Het 使 FCG, pnEH, GNB=%Z 
但 了 NG 及 了 人 及 是 了 中 的 fy 一 开 集 ， 生 
FY, FCFCG—>FCYNG 
PpEY, PE H—>pEPT NH 
GNH=%=—>(7NO NPND=% 
由 此 可 知 (了 ,ry) 也 是 正则 空间 。 


补充 习题 


人 -空间 


21. 求证 作为 -空间 是 一 个 拓扑 性 质 。 

22. 用 反例 说 明 在 连续 映照 下 -空间 的 象 不 必 是 TT 
的 。 

23。 设 (及, 5) 是 了 -空间 ， 又 设 Y5 re， 求 证 ( 互 ，re)》 
也 是 Zi 空间。 

24， 求证 也 是 了,- 空 间 当 且 仅 当 每 一 BE 下 是 所 有 包含 
了 的 开 集 的 交 ， 即 {p}= 站 但 ，G 开 ，pEG}。 

25. 一 个 拓扑 空间 卫 ， 如 渍 足下 面 公理 : 

£576] 对 于 的 任 一 对 不 同 的 点 ， 存 在 一 个 开 集 , 包含 其 中 
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一 个 点 ， 但 不 售 另 一 个 点 ! 则 称 为 -空间 。 
《 i) 试 举 一 个 是 了 -空间 但 不 是 Zi:- 空 间 的 例子 。 
《并 》 求 证 每 个 人 J,- 空 间 也 是 To- 空间 。 
26， 设 及 是 至 少 包含 两 个 点 的 了 -空间 ， 求 证 若 乡 是 站 
的 一 个 基 ， 则 多 、\{ 豆 } 也 是 总 的 一 个 基 。 
Hausdorff 空间 


27. 求证 作为 Hausdorff 空间 是 一 个 拓扑 性 质 。 

28. 设 (及, 人 ) 是 一 个 Hausdorff 空间 ， 又 设 T 克 ， 求 
证 (及, 碟 ) 也 是 一 个 Hausdorff 空间 。 

29. 求证 车 %，…， sw 是 Hausdorff 空间 及 小 不 同 的 
点 ， 则 存在 一 个 且 上 的 二 二 互 斥 的 开 子 集 组 {G，…，Go} 使 
@.€ Gs, Gn E Gno 

30. 求证 设 政 基 一 个 无 限 的 Hausdorff 空间 ， 则 存在 一 
个 无 限 的 二 二 互 斥 的 开 了 于 集 组 。 

31, 求证 , 设 f 对 > 了 与 9 卫 > 了 是 从 拓扑 空间 天 
到 Hausdorff 空间 了 的 连续 函数 ， 则 4 一 {z: f(z%) 二 g(%)- 
是 总 的 一 个 闭 子 保 。 
正规 空间 


32. 求证 作为 正规 空间 是 一 个 拓扑 性 质 。 
33. 设 了 是 实 直线 民 上 由 左 闭 右 开 区 间 [4, 5) 所 产生 
的 天 和 求证 (R, 7) 是 一 个 正规 空间 。 
， 设 t+ 是 平面 R* 上 由 半 开 矩形 
“ia, BD) XL[e, ={8, ga<2<5 ecycay ， 
所 产生 的 拓扑 。 而 且 ， 设 4 由 直线 了 ={《%, 9)， 十 g 一 二 
CR: 上 尘 标 为 有 理 数 的 点 所 组 成 并 设 B= 二 YA。 
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( i》 求证 4 与 8 都 是 (R*, 7+) 的 团子 集 。 
(六 ) 求证 不 存在 RR 的 二 二 互 斥 的 5 一 开 子 集 GF 与 及 
使 4CG 与 BH， 记 以 (R*, 7) 不 是 正规 的 。 

35、 设 4 是 正规 将 中 -空间 的 闲 子 集 ， 求 证 具有 相对 拓 
扑 的 筷 也 是 正规 的 -空间 。 

36.， 设 半 是 一 个 有 序 集 ， 又 设 站 是 三 上 的 序 拓扑 ， 邑 了 
由 具有 形式 {fe: 2<e} 与 {5: 2>Gj 的 卫 的 子 集 所 产生 ， 求 
证 (XX, 5) 是 一 个 正规 空间 。 

37. 求证， 设 光 是 一 个 正规 空间 ， 则 不 是 正则 的 当 且 仅 
当 马 是 完全 正则 的 。 

Urysohn 引 理 

38. 求证 :车 对 折 扑 空间 互 的 作 意 两 个 不 交 的 闭 子 集 妨 
与 如 ,存在 一 连续 画 数 J XX>[0, 芽 使 放权 J 一 {0} 及 
所 J] 二 {1}， 则 了 是 一 个 正规 空间 (注意 ， 这 是 Urysohn 引 
理 的 道 命题 )。 

39. 求证 Urysohn 引 理 的 如 下 推广 : 设 与 如 是 正 
规 空间 羡 的 不 交 的 团子 集 , 则 存在 一 个 连续 六 数 J, 半 >[4, 耻 
使 JL]={@}, FLF,]={8}。 

40, 求证 Tietze 扩张 定理 ， 设 是 正规 空间 XX 的 一 个 
闭 子 集 ， 又 设 f。 7 一 [ay 5] 是 一 个 实 连续 画 数 ， 则 了 有 一 
个 连 读 扩张 *， 之 >[a, 5j。 

41， 利 用 Tietze 扩张 定理 证 明 Urysohn 引 理 。 
正则 和 完全 正则 空间 

42，, 求证 作为 正则 空间 是 一 个 拓扑 性 质 。 

43， 求 证 作为 完全 正则 空间 是 一 个 拓扑 性 质 。 


208— 


44， 求 证 使 成 为 完全 正则 空间 的 性 质 是 可 遗传 的 ， 即 完 
全 正则 空间 的 每 一 子 空间 也 是 完全 正则 的 。 
45。 求证 ， 设 及 是 正则 的 Lindelsf 空间 ， 则 及 是 正规 
的 。 
补充 习题 答案 
25, (D) 令 太 ={9, 0} 及 T={X, {9}, DB} 
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第 二 一 章 紧 致 性 


复 盖 (Covers) 


设 t={G,} 是 不 的 一 个 子 集 组 :对 于 某 个 4 也， 有 
4CU,G， 前 面 已 述 称 .op 为 4 的 一 个 复 正 (cover)， 着 每 个 
G, 都 是 开 集 ， 则 称 2 为 4 的 一 个 开 复 瘟 (opencover)。 此 
外 ， 如 果 .sz 的 某 个 有 限 子 组 就 复 盖 4， 即 : 若 有 

Gu GE 使 4CGBU…UG 
则 称 .o 可 简化 为 一 个 有 限 复 音 (reducible to a finite cover)， 
或 称 oy 含有 -- 个 有 限 子 复 瘟 (finite subcover)。 

例 1.1 考察 集 组 .二 {Do PpEZXZZ}， 其 中 Ds 表示 
以 平面 民 内 Pp 二 C2, WY 为 中 心 ，1 为 半径 的 开 意 ， 而 VM， nn 
都 是 整数 ， 则 .of 是 民 ? 的 一 个 复 差 ， 即 民 ? 内 每 一 点 至 少 属 
于 . 吸 中 的 一 个 开 总 。 另 一 方面 ， 开 意 组 

B=1{D:: pEZxZ} 
《其 中 DD 表示 以 p= 《mm， 
区 为 中 心 ， 汉 为 半径 的 开 


盘 ) 不 是 民 : 的 一 个 复 盖 ， 


-人 


例如 《二 ， 二 》 ER: 不 属 


绍 中 的 任何 开盘 , 如 右 图 
斯 示 。 


例 1.2 考察 经 典 的 Heine-Borel 定 理 ， 这 [ge 下 一 你 
是 宵 界 闭 区 间 ， 又 设 {G4 为 一 个 开 集 组 ， 使 4c UiGe 则 
可 从 开 集 组 {Gf} 中 选 出 有 限 个 开 集 、 璧 如 说 ;Gis …， Gy 
使 4ACG JG6U…U 人 人 Mm。 用 上 面 的 术语，Heine-Borel 定 
理 可 以 二 新 叙述 如 下 + 

Heine_Botel 定理 : 有 界 半 区间 [4, 的 一 4 的 任何 开 复 
盖 都 可 以 简化 为 一 个 有 限 复 盖 。 


紧 致 集 (Gompact sets) 


乡 致 性 (compactness) 概念 无 疑 是 由 古典 和 的 Heine- Borel 
定理 中 所 说 的 有 界 闭 区 间 所 具备 的 性 质 演化 出 来 的 。 
定义 ”拓扑 空间 及 的 子 集 4 称 为 一 个 紧 致 剑 (compactset) 是 
指 4 具 备 如 下 人 狂 质 。4 的 任何 开 复 益 都 可 以 条 化 为 一 
个 有 限 复 盖 。 
换 句 话说 ， 若 4 为 紧 致 丸 且 4C UG4，、 其 中 GG 是 开 集 
组 ， 则 可 从 {Gi} 中 选 出 有 限 个 开 集 ， 辟 如 说 @,，*… ,Gm 
使 4cGU…UGe 
例 2.1 由 Heine-Borel 定理 可 知 ， 实 直 级 民 上 任何 有 
界 闭 区间 都 是 紧 致 集 。 
例 2.2 设 和 4 是 拓 盾 空间 脏 中 的 任 一 有 限 集 ， 芯 如 说 
一 {9，…， Gojy 则 及 必然 是 紧 致 的 。 国 设 贸 一 {G 让 是 44 的 
一 个 开 复 关 ， 则 妥 中 每 个 点 必 属 于 多 中 的 某 个 集 ， 壁 如 说 
EG EE Gm 因此 ACO UG DU Gne 
因为 集 4 为 紧 致 ， 当 且 仅 当 4 前任 何 开 复 盖 含有 有 限 子 
复 盖 ， 所 以 为 了 证 明 集 4 不 紧 致 ， 只 须 指出 4 的 某 个 开 复 盖 
没有 有 限 子 复 盖 就 可 以 了 。 
例 2.3 在 实 直 线 R 上 赋 以 通常 拓扑 ， 则 开 区 间 
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《0 1 一 4 
是 不 紧 下 的。 例如 考察 开 区 间 组 


人 人 人 


注意 :4 一 加 Gs 其 中 全 一 (二 7， 二 ]， 因此 多 是 4 的 一 
个 开 复 着 ， 但 多 不 含有 限于 复 闫 。 因 为 令 
Ye {qs, Bs), (mus bs), «es Cains bn)}o 
为 多 的 住 一 有 限 子 组 ， 设 5 一 min(41, Gn)， 则 >0， 且 
a, BD) Ue U Can, Bn) CCE, 1)。 
但 (0， 6] 和 (es 1] 是 互 斥 的 ,这 说 明 9* 不 是 4 的 复 兰 ,入 以 
A 是 不 累 臻 的。 


AH ! 
例 8.4 .我们 玉 证 。 紧 殖 集 的 连续 陕 象 也 是 紧 致 的 

即 ， 若 f， 车 了 是 连续 函数 ，A4 是 及 中 的 紧 歼 集 ， 则 4 的 
象 玫 A] 是 了 中 的 紧 致 集 。 为 此 ， 设 多 二 {G4} 是 所 4 的 一 
个 开 复 差 ， 踊 邢 41CUG， 则 

ACFI FATEFLY GI UG 
图 此. 疹 二 {了 "1[G} 是 和 4 的 一 个 复 益 。 现 在 1 是 连续 的 和 每 
个 84 是 一 个 开 集 ， 故 每 个 所 [G64] 也 是 开 集 。 齐 向 话说 2 
是 有 4 的 一 个 开 复 盖 ， 但 有 4 为 紧 致 ， 训 2 可 简化 为 一 个 有 限 
复 盖 。 芯 如 说 

ACFIG ,IU Uf LG 


因此 
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FLAISFLA LG IY UF Gem] 
=GuU "UGm 
这 证 明 扰 4 是 紧 致 集 。 
例 2.4 的 结果 写成 定理 的 形式 如 下 : 
定理 11.1 紧 致 集 的 连续 映 象 是 紧 致 集 。 
紧 致 性 是 集 的 一 个 绝对 性 质 (absolute property)。 即 : 
定理 11.2 设 4 为 拓扑 空间 ( 子 , Tt) 的 一 个 子 集 ， 则 4 关于 
为 紧 致 集 的 充 要 条 件 是 4 关于 4 上 的 相对 拓扑 
是 紧 致 的 。 
一 个 拓扑 空间 车 本 身 具 备 紧 致 作 ， 册 称 为 一 个 紧 致 室 
间 (compact space)。 由 于 上 述 定 理 的 缘故 ， 我 们 对 紧 致 性 的 
讨论 可 限于 在 紧 致 空间 中 进行 。 


紧 致 空间 的 子 集 CSubsets of compact 


spaces ) 


紧 致 空间 的 子 集 不 必然 是 紧 致 的 。 砚 如 由 Heine-Borel 
定理 ，[0, 1 是 紧 到 空间 ;但 [0, 1] 的 子 集 (0， 了 是 不 紧 至 
的 ( 见 例 2.3)。 然 而 有 下 面 的 定理 ， 
定理 11.3 ” 紧 致 空间 已 中 的 闲 集 闷 也 是 紧 致 的 。 

证 明 ， 设 煞 ={G,} 是 了 的 一 个 开 复 盖 ， 即 了 CUG， 
则 了 革 =(U GD Ur， 就 是 说 乡 * 一 {9,}U {Fr} 是 总 的 一 个 
复 盖 ， 但 Fr 是 开 集 因为 加 是 闭 案 ， 所 以 多 * 是 总 的 一 个 开 
复 益 。 由 假设 ， 互 是 紧 致 空间 ， 因 此 多 * 可 简化 为 有 限 复 
盖 ， 司 如 说 

= …UGUEe， 其 中 GE 乡 。 
但 如 与 灭 是 互 尿 的 ， 故 
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FOG UUG,, OEY, 
这 样 就 证 明了 万 的 任何 开 复 廊 乡 一 {G,} 含 一 有 限 子 复 
盖 ， 即 刀 是 紧 致 的 。 


有 限 交 性 (Finite Intersection property) 


集 组 {4,} 称 为 具有 有 限 交 性 (finite intersection property) 
是 指 ， 它 的 任何 有 限 子 组 {44,，…，, 44,} 都 有 非 空 的 交 ， 即 
A NN 4S。 

例 3.1 考察 下 面 的 开 区 间 组 ， 


1 1 1y 
w={00, », (0, 4), (0 3), (0, +1) } 
"9 具有 有 限 交 性 ， 因 住 取 其 中 涡 个 区 间 
《0,81), (0, Gm), 全 b=min(@, ,dn) >0 
惕 
0, oY)N G0, a) NN C0, am) = 0, 6) 
注意 uf 本 身 之 交 为 空 集 (.of 中 一 切 集 之 交 是 空 集 )。 
例 3.2 考察 下 面 的 无 界 闭 区 间 组 
和 =f, (一 co -21, (一 co -11, (一 co 0]， 
《一 ce， 1], (—o0, 2], %} 
注意 细 本 身 之 交 (. 即 细 中 一 切 集 之 交 ) 为 空 集 ， 即 
NN {BnEZ} 一 2G, 其 中 本 一 (一 co 由。 
但 家 的 任何 有 限 子 组 有 非 空 的 交 。 换 向 话说 ， 坟 满足 有 限 
交 性 。 
利用 有 限 交 性 这 个 术语 ， 可 以 用 拓 提 空间 的 朵 集 组 来 刻 
划 紧 致 性 如 下 : 


定理 11.4 ”拓扑 空间 如 为 紧 致 空间 , 当 且 仅 当 耻 中 任何 具有 
有 限 交 性 前 闭 集 组 {8,} 本 身 之 交 非 空 。 
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紧 致 性 与 Hausdorff 空 间 (Compactness and 
Hausdorff spaces ) 


这 里 将 讨论 紧 致 性 与 Hausdorff 空间 前 隔离 性 之 间 的 关 
系 。 
定理 11.5 Hausdorff 空间 中 每 个 紧 致 集 都 是 闭 集 。 

土 述 定 理 在 一 般 情况 下 是 不 正确 的 ， 例 好 ， 任 何 托 扑 空 
加 的 有 限 集 都 是 紧 致 集 ， 但 有 这 样 的 拓扑 空间 存在 ， 它 的 有 
限 集 并 不 都 是 闭 的 。 
定理 11.6 设 4 与 召 为 Hausdorff 空间 及 中 的 互 斥 紧 致 集 ， 

则 有 互 斥 的 开 集 G 与 召 存 在 ， 使 4CG, BCH。 

特别 ， 设 卫 腕 是 Hausdorff 空间 又 是 紧 臻 空间， 而 
与 也, 是 卫 的 互 斥 闭 子 集 ， 则 由 定理 11.3，F, 及 也, 是 紧 致 
的 ， 且 由 定理 11.6, ,及 了, 分 别 为 于 斥 升 祭 的 子 集 。 换 名 
话说 有 下 而 的 推论 。 
推论 11,7 紧 致 的 Hausdorff 空间 是 正规 空间 。 

于 基 度 量 空间 和 紧 致 Hausdorff 空间 都 包含 在 7, 空间 
类 中 ， 导 正规 2?, 空间 类 中 ， 如 下 图 所 示 。 


每 或 区 


人 


仿 旦 癌 达 撑 万 风 问 ) 


下 述 定理 在 几何 学 中 起 着 非常 重要 的 作用 。 
定理 11.8 设 了 是 由 紧 致 空间 总 到 Hausdortf 空间 了 的 一 
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个 1 一 1 连续 函数 ， 则 入 与 [入 ] 是 同 镍 的。 

下 面 的 例子 说 明 上 述 定理 在 条 件 更 一 般 的 情况 下 是 不 成 
立 的 。 

例 4.1 设 了 是 由 产科 二 《cos2atf, sin2n 检 所 定义 的 由 车 
开 区 闻 瑟 一 [0，1) 到 平 而 民 : 上 的 冰 数 ， 则 了 将 克 映 照 到 单 
位 加 上， 并 且 光 是 1 一 1 与 连续 的 。 


了 ‘ 
一 ~ 
i 加 5 
加 


但 半 开 区 间 [0, 1) 并 不 同 胚 于 图 ， 因 为 例如 从 及 中 去 梯 
一 点 t= 卫 ， 则 王仁 不 是 连通 集 ， 而 从 国 同 去 扩 一 点 世 


1 
2 
得 点 集 却 仍 是 连通 的 。 
完 理 11,8 在 这 里 不 迁 用 的 原因 是 站 不 是 紧 玫 的 。 
例 4.2 设 了 是 由 闭 区 间 了 一 [0,， 1 到 四 维 欧 把 室 间 民 " 
的 1 一 1 连续 商 数 ， 则 由 Heine-Borel 定理 知 ; 了 是 紧 致 的 
而 R" 是 度量 空间 ， 图 而 是 Hausdorff 窜 间 , 于 是 由 完 理 
11.8, 了 与 帮 了 ] 是 同 肚 的 。 


列 紧 集 ( Sequentially compact sets) 
拓扑 空 间 且 的 子 集 4 称 为 列 紧 (sequentially compact) 是 
指 : 4 中 的 任何 序列 必 会 一 个 收敛 子 4 电 一 点 的 子 列 。 


例 6.1 设 和 4 为 拓 扩 空间 尽 的 有 限于 集 ， 则 有 4 必然 是 列 
紧 。 因 为 车 《81， 8，.…》 是 有 4 中 的 一 个 序列 则 其 中 至 少 
有 一 点 ， 壁 如 说 mnE 4， 必 在 序列 中 出 现 无 限 多 次 。 因 此 
《99) Go G9，""*》 是 《939) 的 一 个 收效 于 列 ， 并 且 它 收 化 于 
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GE A 
例 5.2 对 实 直线 民 冉 以 通常 拓 提 , 则 开 区 间 4 二 (0, 1) 
不 是 列 紧 的 。 例 如 考察 和 4 中 的 序列 


时 ,= 


这 个 序列 收效 于 0， 因此 任何 于 序列 也 收 化 于 0， 但 0¢ 4。 
摘自 话说 ， 有 4 中 的 序列 《8n) 不 含有 收效 于 十 中 之 点 的 子 列 。 
即 有 不 是 列 紧 的 。 

一 般 来 说 ， 存 在 紧 致 集 而 它 并 不 列 紧 ， 肥 之 亦 然 。 然 而 
在 度量 空间 中 ， 我 们 在 后 面 就 将 证 明 ， 紧 致 集 与 列 紧 集 是 等 
价 的 。 
注意 ”在 历史 上 ， 曾 用 “ 双 紧 致 > (bicompact) 这 个 术语 来 表 

示 紧 致 ， 而 用 “ 紧 致 ”这 个 术语 来 表示 列 紧 。 


可 数 紧 臻 集 《Countably compact sets ) 


拓扑 空间 子 的 子 集 4 称 为 可 数 紧 数 (countably compact) 
是 指 : 4 的 任何 无 限 子 集 避 都 有 一 个 在 4 中 的 课 点 。 这 个 概 
念 当然 是 由 古典 的 Bolzano -Weierstrass 定理 演化 出 来 的 ， 
Bolzano-Weierstrass 定理 任何 有 界 的 无 限 实数 集 都 有 户 

点 。 

例 6.1 任何 有 界 闭 区 间 4 一 [ce, 6] 都 是 可 数 昧 至。 因 
为 若 刁 是 如 的 无 限于 集 ， 则 凋 是 有 界 的 无 限 集 ， 于 是 由 
Bolzano-Weierstrass 定理 ，B 有 聚 点 pj， 因 和 4 是 闭 集 ， 故 日 
的 聚 点 多 含 在 4 中 ， 即 入 是 可 数 紧 致 的 。 

例 6.2 开 区 间 4 一 (0, 1) 不 是 可 数 紧 致 。 为 证 明 这 点 


考 窜 4 一 (0，1) 的 无 限于 全 一 | 让， 二 ， 二 ，…]， 流 大 有 
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只 有 一 个 歼 点 0， 而 章 不 含 在 和 4 中 ， 堵 A 不 是 可 数 紧 致 。 
紧 致 、 列 紧 与 可 数 紧 致 之 间 的 关系 如 下 图 及 下 述 定理 所 
示 ， 
紧 致 一 > 可 数 紧 致 :一 列 紧 
定理 11.8 设 4 为 拓扑 空间 总 的 子 集 , 则 当 4 是 紧 致 或 列 紧 
时 ，4 必 是 可 数 紧 致 的 。 
下 面 的 例子 说 明 ， 上 图 中 的 箭头 都 是 不 可 逆 的 。 
例 6.3 设 T 为 正 整 数 集 IN 上 由 下 列 集 组 
{1, 2}，{3，4j，{5，6}，… 
斯 产生 的 拓扑 。 又 设 4 是 隐 的 非 空子 集 ， 司 如 说 meE4。 若 
mo 是 奇数 ， 则 ?ma 十 1 是 44 的 一 个 极限 点: 若 m 是 偶数 ， 则 
WM 一 1 是 玫 的 一 个 极限 点 。 在 两 种 情况 下 ,44 都 含有 极限 点 ， 
款 (N, 5) 是 可 数 紧 致 。 
另 一 方面 ，(N，T) 不 是 紧 致 和 的， 因为 
A={{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, ob} 
是 四 的 一 个 开 复 盖 而 没有 有 有 限 子 揽 盖 。 
此 外 ， (NT 也 不 是 列 紧 的 ， 因 为 序列 《1，2，3，…》 不 
含 收效 的 子 列 。 


局 部 紧 臻 空间 Locally compact spaces ) 


拓扑 空间 发 称 为 局 部 紧 致 (locally compact)， 是 指 ， 及 
中 的 每 一 点 都 有 一 个 紧 致 的 邻 域 。 

例 7.1 考察 赋 以 通常 拓扑 的 实 直 线 只。 注意 每 忘 2E 只 
都 是 一 个 用 区 闻 例 如 [2 一 8,， PD 十 8] 的 内 点 ， 而 寝 Heine- 
Borel 定理 ， 这 闭 区 间 是 紧 效 集 ， 因 此 民有 是 局 部 紧 致 空 间 。 
另 一 方面 ， 民 不 是 紧 臻 空间， 例如 集 组 ， 

2 一 人 (一 3， —1), (—2,0), (—1, 1), 
(C0, 2), (1, 3), 7} 
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是 良 的 一 个 开拓 盖 但 没有 有 限 子 复 关 。 

于 是 从 这 个 例子 看 到 ， 局 部 紧 致 室 间 可 以 不 是 紧 致 的 。 
但 是 另 一 方面 ， 因 为 拓 扩 空间 总 是 它 每 一 点 的 一 个 邻 域 ， 其 
道 是 正确 的 ， 即 ; 
命题 11.10 任何 紧 致 空间 都 是 局 部 紧 致 的 。 


紧 致 化 (Compactification ) 


折 扑 空间 互 称 为 被 嵌入 《embedded》 在 拓扑 空间 了 中 是 
指 ， 下 与 了 的 一 个 子 空间 同 压 。 其 次 ， 车 了 是 一 个 紧 致 空 
问 ， 出 称 了 为 互 的 一 个 紧 致 化 (compactification)。 子 的 紧 致 
化 常常 是 通过 下 面 的 步骤 来 完成 的 ， 在 互 中 深 加 一 个 点 或 多 
个 点 ， 然 后 在 这 个 扩大 了 的 集 上 引入 适当 的 拓扑 ， 使 这 扩大 
了 的 空间 成 为 紧 臻 空间， 并 使 互 成 为 它 的 一 个 子 空间 。 
例 8.1 考察 实 直线 尽 ， 在 其 上 赋 以 通常 拓扑 留 。 设 对 
腿 落 加 两 个 新 的 点 ， 分 别 用 co 与 一 co 来 表示 ， 这 个 扩大 了 的 
集 R*= 尺 由 {一 o0, 吕 0} 称 为 扩张 实 直线 (extended real line) 。 
RR 中 的 序 甘 系 可 以 推广 到 Re 上 ， 只 须 规定 一 co<g<eo 对 
任何 GER 成 立 ，RR# 中 如 了 下列 形式 的 全 组 
(a, D)= {8%: 6<Cc<CB 
(4, 00]={%: Gm} 及 
[~—%, {9c} 
构成 R* 上 一 种 拓扑 人 WU* 的 一 个 基 。 其 次 ,这 个 拓 半 空间 (RR*， 
人 WM*) 是 个 紧 致 空间 ， 研 ( 民 , 人 W) 作为 它 的 一 个 子 空间 ， 因 此 
它 是 (R， 包 ) 的 一 种 紧 致 化 。 
注意 ， 在 实 直 线 展 上 赋 以 通常 拓扑 , 则 它 和 任何 实数 的 
开 区 间 (4, 5) 是 同 有 目的 。 实 际 上 可 以 证 明 ， 上 述 拓 扑 空间 
(R*, %W*) 刚 胚 于 任何 闵 区 间 [5, 5]， 面 根据 古典 的 Heine- 
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ee 


Boret 定理 ， 后 者 是 紧 致 的 。 

例 8.2 令 O 表 示 三 维 欧 氏 空间 RR? 中 Lt, g > 乎 面 ， 及 表 
示 以 加 轴 上 的 点 (0, 0, 1) 为 中 心 ， 以 1 为 半径 的 球 《 见 附 
图 )， 则 联结 “北极 ”co 二 《0， 0, 2)E 及 OG 上任 一 点 罗 的 


直线 与 驴 恰 好 相交 于 一 点 9 而且 %' 寺 oo《 如 附 图 所 示 ), 现 
在 令 映 照 O85 由 下 式 定义 ， 2) 一 2 ， 则 了 实际 上 是 
平面 CG 到 球 昌 的 子 集 RN\{coy 的 一 个 同 胚 陕 照 。C 不 紧 歼 ， 
而 六 是 紧 致 的 ， 所 以 及 是 品 的 一 个 紧 致 化 。 

现在 设 ( 互 ，r) 为 任 一 拓扑 空间 ， 我 们 将 要 定义 (X, TT》 
的 一 点 紧 致 化 (one-point compactification) 或 称 为 (成 , T) 
的 Alexandrov 紧 致 化 〈Alexandrov compactification), 用 
〈 交 -，r-) 表 示 。 在 这 里 : 

《1) 卫 。= 卫 U {oo}， 其 中 oo 称 为 无 穷 忆 点 (point at 
infinity)， 它 和 成 中 任何 其 他 的 点 都 不 租 同 。 

《2)》 Ye 由 下列 这 种 集 构成 , 

(i) 怨 上 的 拓扑 7 中 的 每 个 集 ， 

《 主 》 部 的 任何 闭 紧 致 子 集 在 下。 中 的 余 集 。 

我 们 将 十 述 结 论 写成 下 面 的 命题 ; 
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命题 11.11 上 述 指 集 组 是 屋 - 上 的 一 个 拓扑 ， 且 ( 开 。 
z) 是 (了 T) 的 一 个 紧 致 化 。 

一 般 来 说 ， 空 间 ( 子 -， 记 ) 可 以 不 具备 类 似 于 原来 空间 的 

那些 性 质 ， 然 而 在 两 个 空间 之 问 有 着 一 个 重要 的 关系 。 即 ， 


定理 11.12 若 (了, r) 是 局 部 紧 致 的 Hausdorff 空间 ， 则 
〈 愉 ~，r) 是 紧 致 的 Hausdortt 空间 。 
由 于 紧 致 Hausdorft 空间 是 正规 了 , 空间 ， 所 以 由 上 述 
定理 及 Urysohn 引 理 可 得 下 面 的 推论 。 


推论 11.13 局 部 紧 致 Hausdorft 空间 可 抠 入 到 一 个 正规 
于 空间 中 ， 并 困 此 是 可 以 度量 化 的 。 “ 


度量 空间 中 的 紧 致 性 < Compactness in 


metric Spaces ) 


关于 度量 空间 中 的 紧 致 性 可 以 总 结 在 下 述 的 定理 中 。 
定理 11.14 若 4 是 度量 空间 忆 中 的 一 个 子 集 ， 则 下 列 命 是 
等 价 
(i) 4 是 紧 致 的 ，(it) 4 是 可 数 紧 致 的 ，( 进 ) 4 
是 列 紧 的 。 
在 历史 上 ， 是 先 研究 度量 空间 然后 研究 拓扑 空间 的 。3 
要 就 是 由 于 上 述 的 定理 ， 所 以 以 往常 常 把 紧 致 和 列 紧 作 为 同 
义 语 来 使 用 。 
为 了 证 明 上 述 定理 ， 需 要 先 引 入 两 个 辅助 的 度量 概 
念 ， 邑 ， 完 全 有 界 集 《totally bounded set ) 与 一 个 复 盖 的 
Lebesgue 数 (lebesgue number)， 这 两 个 概念 也 有 它们 本 
身 的 重要 意义 。 
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完全 有 界 集 (Totally bounded sets ) 


设 4 为 度量 空间 互 的 一 个 子 集 , 又 设 2>0, N={ei， 
6s，…em) 是 4 中 的 有 限 集 。 若 对 于 每 一 点 PE 4,， 有 EN 
存在 使 &(p, so)<e， 则 民 称 为 4 的 一 个 网 (2-net)。 

例 9.1 设 4 一 {L297 TP 之 4} 即 ， 全 是 以 原点 为 
中 心 ， 半 径 长 等 于 2 的 开国 盘 ， 落 e 一 3/2， 则 和 集 

N={1, 一 1 人 1 0), 1, 1), 《0， 一 1》 《0，0> 
《0， 1), <—1, ~—1), <—1, 0), 《一 1 1 
是 4 的 一 个 8 网 。 另 一 方面 车 8 一 1/2， 则 困 就 不 是 4 的 
一 个 6 网 。 例如 二 《车 ， 二 ) 属 于 4， 但 了 P 同 辐 中 每 点 的 开 


2” 2 
离 都 大 于 1/2。 


注意 : 所谓 4 的 直径 (diameter) 8(4) 定 义 如 下 
ad(A)—sup{d(lg, az， a'E A}s 
车 民 4<< 吕 ， 则 称 4 为 有 界 集 。 
定义 设 4 为 度量 空间 开 的 一 个 子 集 ， 洲 对 任何 e>0, 4 都 
有 一 个 s 网 ， 则 称 4 为 完全 有 界 (totally bounded) 。 
- 完全 有 界 集 的 特征 也 可 描述 如 下 
合十 11.15 和 集 4 为 完全 有 界 ， 当 且 仅 当 对 于 任何 8>0,，4 
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可 分 解 为 有 限 个 了 集 ， 每 个 子 集 的 直径 小 于 e。 
我 们 首先 举例 说 明 ， 有 界 集 可 以 不 是 完全 有 界 的 。 
例 9.2 设 4 为 Hilbert 空间 ( 即 玉 -空间 ) 中 由 下 列 的 
点 所 构成 的 集 : 
er=1, 0, 0, > 
如 一 《0 1 0 1) 
2 0 


注意 当 i 时 DV 因此 人 有 四， 实际 上 ， 
QA(A) =—sup{d(e,, e):6 EE A}=N Fo 

另 一 方面 和 4 如 不 是 完全 有 界 的 ， 因 为 车 令 se 一 于， 出 人 4 中 的 
非 空子 集 能 具有 直径 <<5 的 只 是 单元 素 集 ， 四 此 天 展业 不 
能 分 解 为 于 办 个 子 集 ， 合 每 个 子 集 的 直径 都 小 于 工 村， 所 以 4 
不 是 完全 有 界 的 。 

上 述 命题 的 逆 命 题 是 成 立 的 ， 即 : 
命题 11.16 完全 有 界 集 是 有 界 的 。 

紧 致 性 与 完全 有 界 性 之 亲 的 一 个 关系 如 下 
引 理 11.17 在 度量 空间 中 列 紧 集 是 完全 有 界 的 *。 


复 盖 的 Lebesgue 数 (Lebesgue numbers for 
Covers ) 
设 .={G,} 为 度量 空间 也 之 子 集 4 的 一 个 复 蓝 ， 若 实 
数 83>0 有 这 样 的 性 质 ，4 中 的 任何 子 集 只 要 其 直径 < 
就 为 复 盖 中 的 其 个 集 所 包含 ， 网 称 此 3 为 复 蔓 . 巡 的 一 个 
天 痢 渤 ， 克 文 为 < 列 紧 集 是 完全 有 办 的 *。 
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Lebesgue 数 (Lebesgue number)。 
紧 致 性 与 复 盖 的 Lebesgue 区 之 间 的 一 个 关系 如 上: 
引 理 11.18 (Lebesgue) 度量 空间 中 列 紧 集 的 任何 开 复 盖 都 
有 《 正 的 ) Lebesgue 数 。 


习题 解 管 


紧 至 空间 


1, 设 了 为 任 一 集 和 的 有 限 余 拓 扑 ， 求 证 (X，r) 是 紧 至 
空间 。 

解 : 设 多 二 {G,} 为 下 的 一 个 开 复 盖 ， 任 取 GoE 乡 。 因 
是 有 限 余 拓扑 , 夏 G8 是 有 限 集 , 譬如 说 G8 一 {91,…, en}， 
办 乡 是 改 的 一 个 复 瘟 ， 故 对 于 得 个 weEG5， 有 GaeG 多 ， 使 
HEGo。 于 是 GCCG…UGo， 而 

=,UGs=GU GU UG 

所 以 下 是 紧 致 空间 。 

2、 求证， 离散 拓扑 空间 也 中 任何 无 限 子 集 4 都 不 是 紧 
至 的 。 

解 : 为 了 证 明 4 不 是 紧 致 的 ， 只 须 举 出 4 的 这 样 一 个 开 
复 盖 ， 它 没有 有 限 子 复 盖 。 

考察 4 的 单元 素 集 所 成 的 集 组 =={{4},4€ 4}。 注 意 ; 

(i) x 是 4 的 一 个 复 盖 ,实际 上 4=U{{0}, a€ 4}， 

《站 ) sf 是 4 的 一 个 开 复 益 ， 因 为 离散 空间 的 一 切 子 集 
都 是 开 集 ; 

( 进 ) 没有 一 个 以 的 真子 组 是 4 的 一 个 复 盖 ; 

(iv》 .x 是 无 限 组 ， 因 4 是 无 限 集 。 
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从 而 ，4 的 开 复 盖 .of 不 含有 限 子 复 盖 ， 困 此 4 不 是 紧 
致 集 。 

由 于 有 原 集 总 是 紧 致 的 。 我 们 也 就 证 明了 ， 离 做 空间 的 
了 于 集 为 紧 致 ， 当 上 且 仅 当 它 为 有 限 集 。 

3 求证 定理 11,2， 设 4 为 拓扑 空间 〈 瑟 , r ) 的 一 个 子 
集 ， 则 下 列 命题 等 价 

(i) 4 相对 于 + 是 紧 致 的 。 

《站 ) 和 4 相对 于 4 上 的 相对 拓扑 54 是 紧 致 的 。 

解 : 付 一 >(i， 设 {G 是 4 的 一 个 xs 一 开 复 盖 ， 直 
相对 拓扑 的 定义 可 知 : 

有 旦 ,Et 存在 , 使 G,=A4ANH,CH, 
故 4cCUGCU,B， 

且 因此 ，{ 了 3 让 是 4 的 一 个 +- 开 复 盖 。 由 (D，4 是 f+ 紧 致 
集 ， 故 { 召 ,} 含 一 有 限 子 复 盖 ， 警 如 说 四 
A BH, UU Hm, Har€ {H,}, 

但 由 此 就 得 
ACAN CH UU Ben) 
=(4N BU" U (AN Hm 
= UU Gmo 
于 是 {Gf} 含有 一 个 有 限于 复 放 {G4,， “Ghm}， 因 此 《4， 
z) 为 紧 致 ， 
(这 一 > 人 iD 设 1 且 } 是 4 的 一 个 r- 开 复议 。 令 ，， 
GQ.=—ANH, i 
则 ACUH>AcAN UB =U (AN B= UG . 
但 ET 故 拘 ,} 是 4 的 一 个 坟 4- 泊 复 盖 。 由 假设 ,4 是 
4- 紧 致 集 ; 于 是 {G,} 含 ~ 有 限 子 复 盖 {G。…。 Gu。 从 
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而 ， 
ACG UY UGn= AN HB) UU(UANHn) 
， =AN (HU UH CH UU Hm 
于 是 {五 } 简化 为 一 个 有 限 复 盖 { 旭 4,…， 避 mm}， 因 此 4 关 
于 ?+ 是 紧 致 的 。 
4 设 (了 , 号) 四 ( 互 ， 的 子 空间 ， 又 设 4CYCE。 求 
证， 4 为 严 紧 致 ， 当 且 仅 当 4 为 世 紧 致 。 
解 ， 令 T4 与 丰 表 示 4 上 的 相对 拓扑 ， 则 由 上 一 习题 
得 4 4 是 + 或 碟 紧 致 当 且 仅 当 4 为 忒 或 叱 紧 致 但 
Ta=Th 
5. 求证 下 列 命 题 等 价 ， 
， 《1 对 是 紧 致 的 。 
(六 》 对 于 且 上 的 任何 财 子 集 组 {8,} 来 说 , 由 站 :一刀 
可 得 + 人 4 含 一 有 限 子 组 {了 ory …， 了 Fm}， 而 
Ful .Nn 。 
解 ， 人 一 妆 (i)， 设 门 ,= 多 ， 则 由 De Morgan 定律 
得 
= =F)= Um, 
放 {可 } 是 且 的 一 个 开 复 盖 ， 因 为 每 个 是 闭 的 。 但 由 假 
设 ， 且 是 紧 致 的 ， 因 此 
有 5 PimnE {Bi} 使 有 =F UUFin, 
于 是 再 利用 De Morgan 定律 ， 得 
B= =F UU FP) = FEN -NP 
=F, (1 N Bn 
人 = 之 位 ) 已 得 证 。 
(过 一 字 ( 间 ， 设 1G 小 是 买 的 一 个 开 复 盖 , 即 瑟 = U Ge 
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由 De Morgan 定律 得 ， 
GX UG) = N03 
因为 每 个 G 是 开 集 ， 故 {G8) 是 一 个 赔 集 组 因而 如 上 所 述 有 
一 个 空 的 交集 。 所 以 由 假设 
有 Gy GinEtGi 使 G3 人 Gm 二 多 
于 是 再 利用 De Morgan 定律 ， 得 
XY (GN NG GU UG 
一 QU…UGhm 
从 而 开 是 紧 致 空间， 所 以 (人 ) 一 > (1)。 
6、 求 证 定理 11.4， 扫 外 空间 辽 为 紧 致 空间 ， 当 且 仅 当 
互 中 任何 具有 有 限 安 性 的 闭 子 集 组 {FP!} 本 身 之 交 非 空 。 
解 ， 利 用 上 阁 一 题 具 要 证 明 下 列 两 个 命题 是 等 价 的 ， 其 
中 {了} 是 肚 的 任意 闭 于 集 组 : 
01) Puff Bt OY 7 > fl 
Ci) N= > 有 in Pf Fim = 
但 这 全 个 命题 是 互 为 递 否 命题 的 。 


紧 致 性 与 Hausdorff 空间 


7. 求证 ， 设 4 是 Hausdorif 空间 及 中 的 紧 致 子 集 ， 又 
设 pEXN4, 则 有 开 集 G, 五 使 PEG, 4cCH, GNH=8。 

解 ; 设 4€ 4, 因 % 儿 4 故 p 夺 4s。 由 假设 ， 立 是 Hausd- 
orff 空间 ， 因 此 ， 

有 开 集 Go 已. 使 2EGo saE 瑟 Gof 再 一 分 因此 

ACU{H, a€ 4d}, 

即 { 召 。s€ 4} 是 4 的 一 个 开 复 靖 。 但 4 是 紧 致 的 ， 故 

有 已 … HonE19o} 使 4CHs UU Hoon。 
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现在 令 玉 =HoU…UHom 及 G=G, 站 … 站 Gen, 
网 吾 和 昌都 是 开 集 ， 因 为 它们 分 别 为 有 限 个 开 集 的 并 和 交 。 
此 外 有 4C 昌 及 pEG， 因 为 了 属于 每 个 他 wi。 
最 后 我 们 来 证 明 G 门 五 = 多 。 首 先 注意 由 Gurf 如 一 全 
得 信介 如 = 名 , 于 是 出 分 配 律 、 
GNH=GN (HU U Hen) 
=(GN HU UYU GN Hn) 
=GU"UG=g 


于 是 证 明 完 毕 。 

8. 设 4 为 Hausdorff 空间 及 的 一 个 紧 臻 子 集 ， 求 证 
若 p$ 4， 则 有 开 集 9 使 PEGC4°。 

解 ， 由 习题 7， 有 开 集 日 与 瑟 使 9EQ,，4C 且 及 

GNH=%,。 
因此 ， 刀 站 4 二 名， 从 而 PEGC A。 

9. 求证 定理 41.5: 设 4 为 Hausdortf 空间 下 的 一 个 紧 
致 于 集 ， 则 4 是 闭 集 。 

解 : 我 们 来 证 等 价 命 题 ，4 "是 开 亿 ,。 设 PE4， 妇 
9 对 4。 则 由 习题 8， 有 开 集 9 存在 , 使 PEGyC4。 因 距 
dr=U{G PEA}, 

于 是 4 作为 开 集 之 并 是 开 集 ， 或 4 是 闭 集 。 

10， 求 征 定 理 11.6， 设 4 与 为 Havsdorff 空 他 证 的 互 
斥 紧 致 子 梨 ， 员 有 互 斥 开 集 人 @ 与 号 使 4CG 与 BcCB。 

解 ， 没 ec 4, 则 a$EB， 因 4 与 B 互 斥 。 册 假设 ， 品 紧 
致 ， 故 由 习题 ?， 有 开 集 GF 与 及。 存在 使 <AEGo BCH, 及 
GN H=8, 

由 于 sgEGs， 故 {G。 49€ 4} 是 4 的 一 个 开 复 盖 。 两 
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4 紧 致 ， 故 可 以 选 有 限 个 开 集 ， 臂 如 说 ，G，… Gam 使 
4CCGoU*… UGom。 咒 外 有 BCH NN … 介 om， 因 避 是 它们 
中 每 一 个 的 子 集 。 

现在 令 G 二 Go,U'… UGsm 和 召 一 妃 a 人 …… 站 已 ow 注意 
由 上 所 证 ， 有 4CG 及 BC 如 。 另 外 还 甩 和 五 都 是 开 集 ， 
因为 它们 分 别 是 有 限 个 开 集 的 并 和 交 。 若 我 们 证 明了 如 与 电 
是 互 斥 的 ， 则 定理 已 经 得 证 。 

首先 注意 到 ,对 每 个 各 由 Gu 则 Hw 二 名 得 Ga 站 昌 = 急 。 
因此 由 分 配 律 : 

GNH=(G, UUG NH 
=(Gu, NH) UU (Gan BH) 
GUYUG=8, 

于 是 定理 得 证 。 

11， 求 证 定理 11.8， 设 /为 紧 臻 空间 于 到 Hausforff 空 
物 了 的 1 一 1 连续 函数 ， 则 下 与 拒 ] 是 同 胚 的 。 

解 ， fj 五 二 放 耳 ] 是 到 上 的 ， 并 且 由 假设 它 基 1- 一 1 的 
尚 迷 续 的 ， 客 f°!， 了 EZ1-> 邓 是 存在 的 。 要 证 明 的 只 是 产 ! 
是 连续 的 。 i 

为 此 ,注意 ; 车 对 于 于 的 任何 闭 集 了 ， (中 -EP] == 六 ] 
是 刘 子 ] 的 一 个 闭 于 集 ， 则 广 : 连续 。 由 定理 1 3， 紧 致 空 
词 卫 中 的 闭 集 也 是 紧 致 的 。 因 了 连续 ; 故 . 放 是 无 总 ] 的 
紧 致 子 集 ， 但 放下 ] 作为 Hausdorff 空间 了 的 于 空间 也 是 
到 atisdorff 空间 ， 因 此 由 定理 11.5，F[F] 是 闭 黛 。 送 就 证 
明了 产 ! 的 连续 性 。 所 以 六 并 -> 矶 了 ] 是 同 蚌 了 喘 照 ， A 
再 于 ] 风 胜 。 

12. 设 ( 且 , T) 是 紧 致 空间，( 了 ,rt*) 是 Howsdprie 各 
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向 ， 求 证 : 阁 友 Ct， 好 硒 =。 

解 ， 考 察 由 f(%)=% 所 定义 的 函数 f. (ZZ, 5) 二 (于 79》 
即 互 上 的 恒 等 函 数 , 则 了 是 1 一 1 和 到 上 肌 照 此 外 因 克己， 
故 了 连续 。 于 是 由 上 一 习题 ， 了 是 同 咋 喘 照 ， 从 而 哮 二 Tt。 


列 紧 集 与 可 数 紧 致 集 


13. 求证 。 列 紧 集 的 连续 映 象 是 列 紧 集 。 
解 : 设 f, 卫 > 了 Y 是 连续 函数 ， 又 设 4 是 互 中 的 列 紧 
集 ， 我 们 要 证 开 4] 是 了 中 的 列 紧 集 。 为 此 ， 令 《8,8,,…》 
是 所 4 中 的 一 个 序列 ， 则 
有 se …cE4 使 fas)=b,,， YnEN, 
但 4 是 列 紧 集 ， 因 此 序列 《gi, eg:，…) 含 一 收 伊 于 mwE 4 的 
子 列 (sl 41,"…)， 现 在 了 是 连续 的 因而 是 序列 连续 的 。 因 
此 . 
《Fe Fm), > 一 (Buy Bos 
疲 敏 于 Pa)E [4]。 
这 说 明 并 4] 是 列 紧 案 。 
14。 设 为 己 上 的 拓扑 ， 它 市 与 中 的 可 玫 信 之 全 
所 构成 ， 求 证 ， 互 中 的 任何 无 限 集 都 不 是 列 紧 的 。 
解 ， 注意 《可 参阅 例题 7.3)。(X,?) 中 的 一 个 序列 收 
全 当 且 仅 当 它 具 有 以 下 形式 : 
Cs Ga ngs Ps Ps Ps "> 
靶 它 从 某 一 项 开始 都 是 常数 。 因 此 若 4 大 并 的 一 个 无 根子 
集 ，4 中 有 这 样 的 序列 (5,> 存在 ， 它 的 项 两 两 不 同 ， 这 样 的 
《3s》 就 不 包含 任何 收敛 的 子 列 。 这 说 明 4 不 是 列 紧 的 。 
” 殷 、 求 证 ， 可 数 紧 致 集 的 连续 映 余 是 可 数 紧 喜 集 。 
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家 ， 设 产 立 > 了 是 连续 函数 ， 又 设 S 是 时 中 前 一 个 可 
数 紧 致 集 。 要 证 明 的 是 ，7 一 了 [5] 是 了 中 的 可 数 紧 致 集 。 为 
此 ， 设 为 了 的 一 个 无 限 子 集 ， 风 避 含 有 可 列子 集 D= {bs 
如，…}o 由 于 DCBcC7=f[S1, 故 8 中 有 可 列子 集 4= ta 
ao 使 Ko)= 加 对 每 个 nE N 成 立 。 由 很 设 8 是 可 数 紧 
致 的 ， 故 44 含 育 点 BES。 因 而 pE 工 及 也 (pD)EjLS]= 了。 
又 由 假 设 了 是 连续 的 ， 故 Lc 所 人 0=D, 但 pE4 故 
fp ED, 

我 们 来 证 明了 (2p) 是 卫 的 一 个 来 点 ，、 有 两 种 情况 ， 

(1) p44 的 销 况 。 则 (Pp) EF[4]=D, 但 f(2)ED, 
故 2) 是 万 的 一 个 训 点 。 

《2) 9E4， 敬 如 说 p=al 的 情况 。 则 ?是 4 一 {ooy 
4，…} 的 一 个 紊 点 。 但 [4 扫 一 {6,5s,…}。 于 是 如 同情 
襄 (1)，7(p) 是 [4 和 的 一 个 率 点 ， 而 了 [49] 是 万 的 一 个 子 
集 ， 故 f(p) 也 是 也 的 一 个 紊 点 。 

注意 也 是 劝 的 一 个 子 集 ， 因 此 (2) 也 是 吾 的 一 个 聚 点 。 
已 知 f(p)E ELSI-T， 于 是 了 的 任何 无 限 子 集 加 全 一 案 点 ， 
这 个 察 点 在 T 中 ， 邯 ， 包 是 可 数 紧 致 的 。 

16、 求证， 车 下 紧 致 ， 则 下 也 是 可 数 紧 副 。 

解 ， 设 4 为 下 中 没有 属 于 互 的 察 点 的 子 集 ， 则 每 点 
9E 玉 都 可 以 属于 菜 个 开 集 Gs， 而 这 个 Gy 硕 多 只 含 4 的 一 
个 点 。 注 意 ， 这 个 开 集 级 {Gs，pE 甩 } 是 紧 致 集 互 的 一 个 开 
复 盖 ， 故 它 含 一 个 有 限 子 复 羔 ， 敬 如 说 含 {G5,，…Giw}。 于 
是 4cGy UU Gmo 

但 每 个 Go, 顶 多 只 含 4 中 一 个 点， 故 4 作 为 Go UU…U 
Gon 的 一 个 子 集 硕 多 只 能 含有 m 个 点 ， 即 4 是 有 限 集 。 从 
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面子 中 的 任何 无 限 气 集 必 含有 在 区 中 的 聚 点 ， 就 是 说 允 是 
可 数 紧 致 的 。 

17， 求 证 ， 苦 交 是 列 紧 的 ， 则 羡 也 是 可 数 紧 致 的 。 

解 : 设 4 为 卫 的 任意 无 限 子 集 ， 则 4 中 有 于 列 《41， wy 
…)， 它 的 项 两 两 不 同 。 因 玉 是 列 紧 的 ， 放 序列 kan》 有 子 列 
《ay Gi …》( 它 的 项 也 是 两 两 不 同 ) 收 敏 子 一 点 PE 瑟 。 因 
雍 旭 的 任何 开 邻 域 都 含 收敛 子 列 Cam》 的 无 限 多 项 ， 但 这 些 
项 是 两 两 不 同 的 ， 因 此 % 的 任何 开 邻 域 都 含有 4 的 无 限 多 个 
点 。 从 两 PE 及 是 4 的 一 个 请 点 。 换 甸 话 说 ,， 卫 是 机 数 紧 
致 

注意 ， 习 题 16 和 当 题 17 合 起 来 就 是 定理 11.9。 

18. 求证 ， 若 4C 于 是 列 紧 ， 则 4 的 任何 可 数 开 复 盖 可 
简化 为 有 限 复 益 。 

解 ， 可 假定 4 是 无 限 集 ， 因 为 岩 则 证 明 是 妃 然 的 。 

用 反 证 潜 ， 设 有 可 数 开 复 盖 {G4。iE N} 存在 ， 它 没有 
有 限 子 复 益 。 我 们 确定 一 个 序列 如 下 

设 是 使 4 站 6G,, 寺 名 的 最 小 正 整数 ， 到 a1E 411 Gsi。 
又 设 m 是 大 于 坟 耐 使 4 门 B. 所 好 的 最 小 正 整 数 ， 取 

mECANG, NMANG,), 
这 样 的 点 @ 总 是 存在 的 ， 否 则 @G。 就 复 盖 4 了 。 令 这 过 程 
继 恋 下 去 ， 我 们 将 往 到 一 个 序列 <4,, 42, …)， 它 具有 以 下 
性 质 ， 


对于 每 个 1EN，wE 4n Gu me 和 jc4nG.0 


同时 >ni-:。 
可 以 证 明 ， 9s> 不 可 能 高 4 中 前 收敛 的 子 列 。 为 此 ， 设 
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PE 4。 册 
有 GE{G4} 使 PEG。 
由 于 PE 4 及 Go， 故 4 们 GG, 守 多 。 因 此 
有 NEN 使 全 一 GF,。 
但 由 序列 《qiy 92，…》 的 选 法 可 知 
当 认 > 各 时 有 本 基 Goro 一 Go。 
鸯 Gu 是 含 ? 点 的 一 个 开 集 ， 故 没有 “wy 的 子 列 能 收敛 于 
2 而 光 是 4 中 的 任意 点 ， 这 说 明 4 不 是 列 紧 的 。 


度量 空间 中 芍 紧 致 性 


19. 求证 引 理 11.17， 设 4 为 度量 空间 互 中 的 一 个 列 紧 
集 ; 则 4 完全 有 界 。 

组， 我 们 将 证 其 道 否 命题 ， 落 4 不 是 完全 背 界 ， 则 4 不 
是 列 紧 。 

着 4 不 是 完全 有 界 ， 则 有 e>>0， 使 4 没有 ( 有限 的 ) e 
网 。 设 wE4， 则 必 有 weE4 使 Boy 40s)>2。 因为 否则 
{1} 就 是 4 的 一 个 8 网 了 。 同 理 ， 必 有 as€ 4 使 

Ad(91, 4) ee, d(g,, 83) >e, 

因为 否则 {4,, es} 就 是 4 的 一 个 。 网。 继 读 这 个 过 程 ， 将 得 
到 一 个 序列 {41, wm，…}， 它 有 这 样 的 性 质 当 计 1 时 ， 
Qlq4s sy) 之 2。 这 样 ， 序 列 《am》 就 不 可 能 含有 收敛 的 子 列 。 
换 句 话说 ，4 不 是 列 紧 的 。 

20/ 来 证 引 理 11.18(Lebesgme 引 届 )， 设 st 一 {Gd 是 列 
紧 集 4 的 一 个 开 复 盖 ， 则 gt 有 ( 正 的 ) Lebesgue 数 。 

解 ， 设 ot 没有 Lebesgue 数 ， 则 对 于 每 个 正 吾 数 n€EN 
清 4 的 一 个 子 集 B, 具备 以 下 性 质 ; 
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0<R(BD< 十 且 妨 必 GF 对 于 .of 中 的 每 个 Gi 成立 。 


Bino 半角 对 区 城 


“对 每 个 wE N， 取 一 点 到 E 孔 。 因 44 列 紧 ， 故 放 测 人 By， 
Bs，…》 含有 一 个 收敛 于 点 8E 4 购 子 询 人 buy Bas …》。 ， 

因为 pE 4， 故 9 属于 复 盖 .og 中 的 一 个 开 集 人。 因此 
有 以 名 为 中 心 ， 为 半径 的 开 球 S(%, 2) 存在 ， 使 p€ SCp， 
ecCGo。 因 为 in》 收 臻 于 g， 故 


有 正 整 数 如 使 Cps bin) << 圳 马 


bum Boo 及 (Bn), 


利用 三 角 不 等 式 , 得 BCS(p, 8) C95, 但 这 和 Bk, 对 
于 复 盖 x 中 的 任何 Gk 成 立 的 事实 了 矛盾。 从 而 证 明了 .x 是 
有 Lebesgue 数 的 。 

21. 求证 ， 设 4 是 度量 空间 互 中 一 个 可 数 紧 致 集 ， 则 也 
也 是 列 紧 的 。 

解 ， 设 (ci mm …》 为 4 中 的 一 个 序列 ， 若 集 B== fo 
02，…} 是 有 限 集 ， 则 有 一 点 艾 如 说 , su 满足 sto 一 ar 对 于 无 
限 多 个 jE N 成 立 。 因 此 《es 4，…》 是 4a? 的 一 个 子 列 ， 


一 818 一 


这 个 子 列 收敛 于 4 中 的 点 ai 。 

另 一 方面 ， 设 B=: {4,, 4，…} 是 无 限 集 。 由 假设 ，4 
是 可 数 紧 致 ， 因 此 4 的 无 限 子 集 8 有 诊 点 了 含 于 4 中 。 但 X 
是 度量 空间 ， 故 可 从 序列 《es? 中 选 出 一 个 子 列 Ca i，…》 
使 它 收敛 于 4 中 一 点 jg， 换血 话说 ，4 是 列 紧 的 。 

22. 求证 定理 11.14: 设 4 为 度 四 空间 有 的 子 集 ， 出 
下 列 命题 等 价 ，(i) 4 是 紧 致 的 ，(ii) 4 是 可 数 紧 致 的 ， 
(iib 4 是 列 紧 的 。 

和 解 ， 定理 11.9 已 证 明了 (iD = (i) 在 任何 拓扑 空间 中 
成 立 ， 因 此 它 对 于 度量 空间 亦 成 立 。 在 上 一 习题 中 又 证 明了 
(让 一 >( 壕 )。 因 此 只 要 让 明了 (这 ) 一 > (0， 整 个 定理 就 得 
到 证 明 。 

设 4 为 列 紧 ， 又 设 .=={F} 为 4 前 一 个 并 复 盖 ， 要 证 
的 是 ，4 是 紧 致 的 ， 即 x 有 有 了 眼 子 复 盖 。 

由 假设 ， 因 4 列 紧 ， 故 由 引 理 11.18 知 , 复 盖 . 以 有 
Lebesgue 数 3>0。 另 外 还 有 ， 出 引 理 11.17 知 ， 4 完全 有 
界 。 因 此 4 可 以 分 解 为 有 限 个 子 集 璧 如 说 B,…B。， 
使 (BD<5。 但 8 是 ,的 Lebesgue 数 ， 因 此 . 史 中 有 开 集 
Go …Gm 使 

BCG Banc-Gm 
从 而 4c8.UBoU…UBaCG UG U.…UGm， 这 就 证 明 
了 .eg 有 有 限 子 复 盖 {G,，… Gm}， 即 和 4 是 紧 臻 的。 

23， 设 4 为 度量 空间 ( 卫 , @) 的 紧 致 子 集 ， 求 证 ， 对 任何 
有 CC 生 ， 有 一 点 2E4， 使 GOD， B)=d(4, B)。 

解 : 设 8(4, B=s， 因 

Gd B)=inf{dla, 6), a€ A, DE B), 


—80— 


故 对 任何 正 整数 mnEN， 有 ac 加 E 互 使 
sd(ans br)<et 1 


现 因 4 紧 致 ， 从 而 是 列 紧 的 ， 放 序列 《a1, 41，…》 有 一 个 子 
列 收敛 于 一 点 PE 4。 下 面 来 证 明 dtp, B)=d(4, B)=s。 

假设 0p, B)>s。 警 如 说 QCp, B) 一 e+8， 其 中 65>0。 
因 《a。? 的 子 列 收敛 于 p， 改 


有 mEN 佑 ap oo)<-38 
及 de io)<e+ 工 <e+ 工 3 
ny 2 


网 Cp oun) + dlams Br) < met=etd 


=d(p, BA(p, ba) 
这 和 三 角 不 等 式 是 矛盾 的 ， 记 以 a(p, B) 一 dL4, B)。 
24. 设 4 为 度量 空间 (X, 4) 的 紧 致 子 集 ， 又 设 避 是 六 
的 一 个 闭 子 集 使 4 由 B= 多 。 求证 ,24, B)>0。 
解 ， 假设 2(4, B)=0。 则 由 上 一 习题 知 ， 

有 PE4 使 lp, B)=a(4, B)=0。 
但 吾 是 闭 集 ， 履 召 含有 一 切 和 它 距 离 为 零 的 点 ， 因 此 PEB， 
从 而 2E4nB。 但 这 和 题 中 的 假设 也 慎 ， 故 2(4, B)>0。 

25、 求 证 ， 设 了 是 由 紧 致 度量 空间 (XX, 9 到 度量 空 
间 ( 了 ,0*) 的 连续 函数 ， 则 /为 一 致 连续 《uniformly conti- 
nuous) 即 ， 任 给 s>0， 有 3>>0， 使 

Go LEA f(r), f(y) es 
《 注意 ， 一 致 连 续 性 是 比 连续 性 更 强 的 条 件 ， 在 这 里 七 述 的 
8 仅 与 8s 有 关 ， 而 不 和 其 体 的 点 有 关 。) 
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解 ! 设 >>0， 因 了 连 于 ， 故 对 每 一 点 PEZ， 有 开 球 . 
SCp, 5:) 使 


sE Stp, 3) —> f(s) ESC Fp), 二) 


注意 , 集 组 .% 一 他 (2,， 8,)，pPEX} 是 了 的 一 个 开 复 
盖 ，. 面 由 假设 ， 节 为 紧 致 ， 从 面 也 是 列 紧 ， 因 此 复 盖 有 
一 Lebesgue 数 8>0。 
现在 ， 令 <,yE 卫 满足 Q(x, y)<8， 但 由 
. az， g}=d(%, YE, 
得 {e, 外 含 在 复 盖 .oz 中 的 一 个 球 SCpo, 620) 内 。 
现在 


mgES(p 1) —> f(r), fy) € BOF Cp), + 0), 


但 球 尺 (8s)， 去 5) 的 直径 为 e 从 而 


Ale, WB dF), fy)) es 
换 句 话说 了 是 一 致 连续 的 。 


补充 习题 

紧 臻 空间 

26， 求 证 :车 召 是 紧 致 的 ， 妈 是 闭 的 ， 由 如 站 至 是 紧 至 
的 。 

27. 设 4 …，4m 是 抑 扑 空间 了 的 紧 致 集 ， 求证 4.U 
4 也 是 紧 致 的 。 

28 求证 紧 臻 性 是 一 个 拓扑 性 质 。 . 

29， 求 证 命题 11.11: 集 组 7 是。 上 的 拓扑 目 (XZ 
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Tt-) 是 ( 互 , T) 的 一 个 紧 致 化 (这 里 〈 开 -，T-) 是 (人) 的 
Alexandrov 一 点 紧 致 化 )。 

30. 求证 定理 11.12: 车 ( 卫 , *) 是 一 个 局 部 紧 至 
Hausdorff 空间 ， 则 (了 T-) 是 一 个 紧 致 的 Hausdort 空 
闻 。 ， ， 


列 紧 空间 与 可 数 紧 致 空间 


31， 求 证 列 紧 性 是 一 个 拓扑 性 质 。 

32， 求 证 列 紧 空间 的 闭 子 集 是 列 紧 的 。 

33， 求 证 可 数 紧 致 性 是 一 个 拓扑 性 质 。 
。 34， 假 设 (及, z 是 可 数 紧 致 的 ，re<r， 求 证 (了. t* ) 
也 是 可 数 紧 致 的 。 

35， 求 证 ， 设 交 是 一 个 拓扑 空间 ， 若 互 的 每 个 可 数 开 揽 
盖 可 简化 为 有 限 复 盖 ， 则 下 是 可 数 紧 致 的 。 : 

36， 求 证 ， 设 及 是 -空间 ， 则 于 是 可 数 紧 致 的 ， 当 且 
仅 当 于 的 每 一 可 数 开 复 盖 可 简化 为 一 个 有 限 复 盖 。 

37。 求 证 ， 设 并 是 第 二 可 数 的 7,- 空 间 ， 则 下 是 紧 致 的 
当 且 仅 当政 是 可 数 紧 至 的 。 


完全 有 界 集 


38， 求 证 命题 11.15: 和 集合 和 4 是 完全 有 界 的 ， 当 且 仅 当 
对 每 个 e>0 存在 4 的 一 个 分 解 ， 把 4 分 解 为 有 限 个 直径 小 
于 。 的 集合 。 

39。 求 证 命题 11.16， 完 全 有 界 集 是 有 界 的 。 

40， 求 证 完全 有 界 集 的 每 一 子 集 是 完全 有 界 的 。 

41， 求 证 车 4 是 完全 有 界 的 ， 则 不 也 是 完全 有 界 的 。 

呈现 2? 一 


42. 求证 ， 每 一 完全 有 界 的 度量 空间 是 可 分 的 。 


紧 致 性 与 虎 量 空间 


43， 求 证， 度量 空间 及 的 紧 致 子 集 是 闭 具 有 界 的 。 

44， 求 证 。 设 产 革 > 了 是 从 紧 致 空间 也 到 度量 空间 
的 连续 函数 ， 则 [及 ] 是 了 的 有 界 于 集 。 

45， 求 证 ， 实 直线 民 的 子 集 4 是 紧 致 的 当 且 仅 当 所 是 
闭 且 有 界 的 。 

46， 求证 ， 设 4 是 度量 空间 有 的 紧 致 子 集 ， 则 4 的 导 集 
4 也 是 紧 致 的 。 


47， 求 证 ，Hilbert 立方 体 1={ey: oxo] 是 R- 


的 紧 致 子 集 。 
48. 求证 , 设 4 与 召 是 度量 空间 互 的 紧 致 子 集 ， 则 存在 
GE4 与 BE 百合 we 有 一 64 B)。 


局 部 紧 致 空间 


49， 求 证 局 部 紧 臻 性 是 一 个 拓扑 性 质 。 

50， 求 证 每 个 离散 空间 是 局 部 紧 致 的 。 

51， 求证 每 个 非 离散 空间 关 局 部 紧 致 的 。 

52， 求 证 按 通 常 拓扑 平面 尺 * 是 局 部 紧 臻 的 。 

53， 求 证 ， 设 和 4 是 局 部 紧 臻 空间 (X。 Tt) 的 一 个 团子 集 ， 
则 4 赋予 相对 拓扑 是 局 部 紧 致 的 
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积 拓扑 (produet tepology) 


设 1{ 卫 ，i€ 了 为 任 一 集 组 ， 义 设 及 表示 这 些 集 的 卡 氏 积 
(Cartesian product)， 即 。 X=IIX 注意 有 是 由 所 有 这 样 的 
点 8 一 人 ar iET) 所 构成 ,其 中 .G1€ 玉 ,。 以 前 已 经 学 过 ,对 任 
何 和 EI， 由 积 集 下 到 坐标 空间 了 Yj, 的 射影 7 互 -> 于 是 
由 下 面 公式 定义 的 ; 

ms i€E FD) = 

这 些 射影 可 用 来 定义 积 拓扑 。 

定义 设 {(CX， ro0} 为 拓扑 空间 簇 : 耻 为 { 辽 的 积 集 ， 即 
X=HX, 使 有 上 所 有 的 射影 mr 互 -> 互 ,都 成 为 连 
续 映照 的 最 粗 拓扑 称 为 积 拓扑 (product topology) 或 
Tychon off 积 拓扑 ， 积 售 瑟 赋 以 此 积 拓扑 xz 时 ， 即 
(对 , ), 称 为 积 拓扑 空间 (product topological space 》 
或 简称 为 积 空间 (product space)。 换 句 话说 ， 积 集 
站 二 可 XX, 上 的 积 拓扑 是 措 由 上 述 的 射影 所 产生 的 
拓扑 ( 见 第 七 章 )。 

例 1.1 考察 主 氏 平面 恨 :一 民 x 民 ， 其 送 稍 mr1(G, 5) 与 
721(4， 8) 都 是 元 限 开 带 ， 这 此 开 带 构成 民 上 通常 托 扑 的 一 
个 子 基 。 因 此 愉 * 上 的 通常 拓扑 就 是 由 从 腿 : 到 民 的 两 个 射 
影 所 产生 的 拓 村 。 
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利用 上 上面 的 定义 ， 可 将 例 1.1 的 结果 叙述 如 下 ， 


定理 12.1 民 :一 及 x 民 上 的 通常 拓扑 是 积 拓扑 。 

钢 1.2 设 { 玉 (: 5E 卫 是 一 北 Hausdorff 空间 又 设 闷 
是 积 空间 ， 即 瑟 一 IE4。 我 们 床 证 明 r 及 也 是 一 个 Haus- 
dorff 空间 。 ， 

为 此 ， 设 一 《qr. 6ET》 及 9 一 《Bs ET) 是 正中 两 个 不 
同 的 点 ， 则 与 9 至 少 在 一 个 沧 标 宝 则 局 如 说 及/。 上 不 , 相 
同 ， 印 @4, 夺 51o。 由 假设 ,及 ij。 是 Hausdorff 空间 ， 政 素 1o 中 
有 互 床 的 开 集 GH 与 玉 丰 在， 使 44EQ, B54E。 由 积 室 间 
的 定义 ， 射影 Tjos 鉴 > 闷 是 连续 的 从 而 me-G] 与 
52[ 且 ] 是 昼 的 分 别 仿 加 刁 苹 的 互 斥 开 集 。 因此， 信也 是 
Hausdor 寻 空间。 


有 限 积 拓扑 的 基 (Base for a finite product . 
topology) | 


两 个 有 限 开 区 间 4 与 如 的 卡 氏 积 AXB 是 民 * 的 一 个 开 

和 矩形 ， 如 右 图 这 示 。 > 
如 前 所 还 ， 这 种 开 和 矩形 构 。 -- 

成 R* 上 通常 拓扑 的 一 个 基 ， 2 
所 以 它 也 是 R? 上 的 积 拓 扑 。 

对 于 有 限 积 拓扑 来 说 ， 类 似 的 ， 

命 磺 也 是 成 立 的 。 即 . 

命题 12. 2 设 守 ,…, 及 m 为 有 限 个 拓扑 空间 ， 又 设 下 是 积 

“ 空间， 即 时 一 蕊 X…X 瑟 my 则 积 空间 已 中 一 切 如 下 


wk 
-上 RE 


述 形式 的 集 

GXO xX XG,, 
其 中 人 G 是 及 。 的 一 个 开 集 ， 构 咸 于 上 的 积 拓扑 的 一 个 
基 。 


“在下 一 带 中 将 会 看 到 ， 对 于 无 限 积 空间 来 说 ， 上 述 命题 
是 不 成 立 的 。 : 四 


积 拓扑 的 定义 准 基 和 定义 基 ( Defining 
subbase and defining base for the product 
topology ) 

设 人 tiE 寻 是 一 伐 拓 扑 空间 ， 又 设 及 表示 积 空间 ， 即 
及 = 了 Xi 车 GG 是 举 标 空间 芝 y, 的 一 个 开 集 ， 则 zrzt[ 人 可 
用 站 中 使 得 mo(O)E Go 成 立 的 一 切 点 2 王 ae $iEIY 所 移 
成 ， 换 名 话说 ， 
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Ta[GH] 一 TT{Ze tijd} XO, 
特别 是 若 所 给 的 拓扑 空间 能 是 可 列 的 ， 区 如 说 是 { 子 ,, 子 ,， 
…}， 则 积 空 间 


= 羡 玉 , = 对 ,x TXKE Xe 
是 由 形 如 
Pk G9 gay 其 中 mnE 总 
的 一 切 序 列 所 构成 ， 并 且 
its] = EX" XE XG X Hs Xe 
由 定义 ， 对 上 的 积 拓 扑 是 使 所 有 的 射影 都 成 为 连续 映照 的 最 
粗 拓 扑 ( 或 称 最 小 折 扑 )， 也 就 是 由 所 有 这 些 射影 所 产生 的 拓 
扑 。 从 而 ， 坐 标 空间 中 所 有 开 集 的 送 射 影 构成 积 拓扑 的 一 个 
淮 基 (定理 7.8)， 即 ， 
定理 12.3 积 空间 X=1IX, 中 形 如 
a 1= {XT ikjo} XG 

的 一 访 集 所 成 的 集 组 构成 积 拓 掉 的 一 个 准 基 ， 其 中 Gy。 且 坐 
标 空 间 互 f。 中 的 一 个 开 集 ， 这 个 准 基 称 为 积 拓扑 的 定义 准 基 
《defining subbase) 。 

另外 ， 由 于 准 基 中 的 集 的 一 切 有 限 交 构成 拓扑 的 基 ， 我 
们 得 到 下 而 的 定理 。 
定理 12.4 积 空间 X=IIX, 中 一 切 形 部 

mG NN nLG, = TR dF jn} 

XG XXGi 
的 集 所 成 的 集 组 是 积 拓扑 的 一 个 基 ， 其 中 @Gx 是 坐标 空间 
玉 j 中 的 一 个 开 香 ， 这 个 基 称 为 积 拓扑 的 定义 蓝 《dcttnin 
‘Ww basc)。 ， 
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利用 上 面 所 说 的 性 质 就 可 以 证 明 关于 积 空 间 的 几 个 主要 
的 事实 : 
定理 12.5 ”由 折 扑 空间 了 到 积 空间 站 一 IIX, 的 函数 7 为 连 
续 函 数 ， 当 且 仅 当 对 于 每 个 射影 re 来 说 ， 复 售 映 昭 
Tof: 了 > 羡 也 是 连续 的 ( 部下 图 )。 


定 浊 12.6 积 空 间 瑟 一 [和 , 上 的 每 个 射影 mi 研习 既 
是 开 陕 照 又 是 连续 映照 ， 即 是 双 连 续 映照 (bicontin- 
uous mapping) 。 

定理 12.7 积 空间 衬 一 下 中 一 列 点， pr，… 收 敏 于 基 
中 的 一 点 4， 当 匡 私 当 对 于 每 个 射影 m4: 卫 > 来 
说 ， 点 列 mi(gi)，mi(2》，… 在 坐标 空间 及, 中 收敛 于 
mq)o 

换 旬 话说, 车 和 一 人 oiD， 四 一 (gao ， "及 9 二 8》 是 积 

空间 于 一 了 XX; 内 的 点 ， 则 

在 筷 中 or~>9， 当 且 仅 当 在 每 个 坐标 空间 , 中 Gb。 


积 空间 之 例 (Example of a product space ) 


设 民 为 实数 集 赋 以 通常 拓扑 ，R, 为 民 的 拷 忠 ， 指 祭 集 
为 单位 闭 区 同 了 一 [9， 切 ， 考 察 积 空间 总 =IItR i€ 1}。 
则 肚 可 以 用 下 曾 的 图 来 形象 地 表示 。 
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这 里 水 平 轴 表 示 指标 集 
I=[0, 1]， 
而 每 条 经 过 工 中 的 一 点 璧 如 说 加 的 
垂直 线 表示 坐标 空间 如 。 考 察 积 

空间 及 中 的 一 个 元 素 
2 一 《qi: i€ DD, 
注意 ，p 对 每 个 数 4E 工 规定 了 实 
数 4,， 即 是 定义 在 指标 集 
1=[0, 1] 
上 上 的 一 个 实 函数 。 换 句 话说 ， 积 空间 马 是 定义 在 了 上 的 一 切 
实 信函 数 类 


X=1{p, p: I>R} 

在 上 图 中 夯 出 了 及 中 的 几 个 元 于 。 

现在 来 这 上 的 和 拍 扩 的 定义 法 各 中 的 一 个 天 
为 此 ， 记 住 和 6 是 由 县 中 形 如 

mit,=II{R: 和 x 
的 一 切 子 集 所 构成 ,其 中 Gs, 是 你 标 空间 Bs。 中 的 一 个 开 集 。 
现 设 ,是 一 个 开 区 间 (1, 2)， 则 #2[GssJ 是 由 对 中 一 切 演 
足 qEGi 一 (1,， 2) 这 个 条 性 - 
的 元 素 p 一 Ca: iE 了 D 记 构成 ， 
也 就 是 由 所 有 满足 
1<2p(jo)<2 
这 个 条 件 的 函 教 p: 了 > 只 所 
物 咸 。 从 图 形 上 看 ，z7t [Gy 
是 由 经 过 位 于 表示 坐标 穿 间 
忆 s, 的 垂直 线 上 的 开 区 间 1 将- 当 元 业 
一 830 一 


直上 


Gy =(1, 2) 
的 ~ - 切 画 数 记 攀 让， 如 上 图 斯 示 。 
最 后 描述 筷 上 积 拓扑 的 定义 基 绍 中 的 一 个 开 集 辟 如 说 
召 。 记 住 下 是 积 拓扑 的 定义 准 基 S 中 元 素 的 有 限 交 ， 璧 如 
说 ， 


B=mia[0,1 Na [GIN mG 


=II{R:: dxf, jf:, j} XOX Oy, x Os 
从 图 形 上 看 ， 如 由 经 过 位 于 表示 储 标 空间 忆 ,, By,， Bi。 的 
生肖 线 土 的 开 集 Fj,, G1,, Gy。 的 一 切 函 数 所 组 成 。 
， 妊 的 某 些 元 素 如 下 图 所 未。 
考察 下 列 命题 ， 
会 是 12.8 设 {(K。 ro0} 是 -能 
新 扑 空间 ， 又 设 互 赤 未 集 
组 {六 0 的 积 集 , 有 
X=II,, 
:上 则 斑 让 一 切 形 如 - 
.THG i€D 
的 于 入 构成 积 集 卫 上 的 一 
个 拓扑 的 基 ， 其 中 G 是 他 -过 
人 胡 标 空间 芝 , 的 开 于 . 集 。 
注意 你 题 42.8 中 所 说 的 积 集 XZ 一 JJX 上 的 折 扩 和 本 意 
， ， 所 定义 的 下 上 的 积 托 扑 并 非 总 是 相同 的 。 另 一 方面， 
命题 12.2 说 明 对 于 有 限 积 空间 来 说 ， 这 两 种 折 扑 是 
% 相同 的 。 在 历史 上 ， 命 题 12.8 中 所 说 的 拓扑 首先 被 
:研究 ,然后 才 引 进 Tychonaff 积 扰 扑 《归功 于 ， 
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人 ychonoff》 并 证 明了 在 下 东 中 要 说 的 在 拓 外 学 上 非 
常 重要 而 有 用 的 定理 之 一 一 一 Tychonotf 积 定 理 ， 并 
且 芷 是 由 于 这 个 定理 ， 积 拓扑 被 认为 是 积 集 上 的 “ 正 
确 前 ”拓扑 。 


Tychonoff 的 积 定理 < Tychonoff’s product 
theorem » 


设 忆 表示 拓扑 空间 的 一 种 性 质 ， 若 当 每 个 众 标 空间 立 。 
县 备 性 质 了 时 ， 积 空间 甘 二 全 X, 也 具备 性 质 了， 则 称 这 种 
性 质 卫 是 “ 积 不 变 * 的 (product invariant)。 例 如 再 例 1.2 可 
知 : “是 Hausdorff 空间 ” 这 种 性 质 是 积 不 变 的 ， 因 为 
Hausdorff 空间 的 积 空 间 也 是 Hausiortt 空间 。 著 名 的 


Tychonoft 积 定理 所 说 的 就 是 ， 紧 致 性 也 是 一 种 积 不 变 的 性 
质 ; 


定理 12.9 (Tychonoft) 紧 致 空间 的 积 也 是 紧 致 的 

这 个 定理 证 明 ( 在 习题 解答 中 给 出 ) 依靠 下 面 所 说 的 集 
合 论 的 引 理 ， 而 这 个 引 理 的 证 明 却 要 用 到 Zorn 引 理 。 这 是 
并 不 奇怪 的 ,因为 事实 上 可 以 诬 明 Tychonoft 积 定理 和 Zorn 
引 理 是 等 价 的 。 


引 理 12.10 设 .x 为 集 耻 的 一 个 具有 有 限 交 性 的 子 集 组 ， 
著 以 及 表示 一 切 包 售 而 又 具 答 有 限 交 性 的 集 组 全 
体 ， 出 用 组 的 包含 关系 来 给 己 贱 以 序 关系 时 ，P 有 
极 大 元 素 .4《。 
记 住 〈 见 第 十 一 章 ) 集 组 .t={4,: 5ETH 具备 有 限 交 
性 是 指 .ol 的 每 个 有 限 子 组 , 锭 如 说 {44,，…, 4im} 有 非 空 的 
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变 ， 即 4 人 …… 站 4 村 全 。 
度 最 积 空间 (Wetric product space ) 


设 {(CEob 980)} 为 一 个 度量 空间 艇 ， 又 设 互 炊 示 集 组 { 屋 小 

的 积 集 ， 即 瑟 一 [JR 因 度量 空间 (他 ;, 8,) 也 是 拓扑 空间 ， 
所 以 我 们 可 以 讲 互 上 的 积 拓扑 。 另 一 方 而 ， 也 自然 会 要 间 是 
否 可 能 在 积 集 瑟 上 定义 一 个 度量 g， 使 得 下 上 出 度 最 4 诱 生 
的 拓扑 与 这 个 积 拓扑 相同 。 下 面 的 两 个 命题 措 出 当 {( 玉 ，， 
4)} 是 有 限 艇 或 是 可 列 徐 时， 上 面 的 回 题 有 肯定 的 加 答 ， 并 
且 这 种 度量 不 是 唯一 的 。 
命题 12.11 设 (下 ,, Q1)，…,( 义 m, dm) 是 度量 空间， 又 设 

pa Gm) 与 ge 的， "ny》 是 积 集 XX 一 站 

中 网 任意 两 点 ， 则 下 列 的 每 个 函数 都 是 积 集 卫 上 的 一 

个 度量 : 

dp, = Nd Bt tn Gm, dm) 

dp, 9) =max {d (8 8， Gnam, bn)} 

Rp, 0) = BD) +e +t nlams Bn) 


面 且 由 上 看 任何 一 个 度量 在 全 上 庄 生 的 拓扑 都 是 
积 拓扑 。 


命题 12.12 设 {( 碟 ，d)，( 瑟 :号 )， .是 可 列 个 度量 空间 
所 成 的 能 ， 又 设 p 一 《m1 6.，…》 与 49 下， 如,…) 是 
积 集 太一 下 民 。 中 的 任意 两 点 ， 册 由 下 面 公式 所 定义 
的 函数 


< tw bo) 
gin DEB dn bo) 
加倍 
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是 积 集 和 上 的 一 个 度量 ， 面 且 由 这 度量 也 所 诱 生 的 指 
扑 就 是 积 拓 补 。 , , 


Cantor 集 CCantor set ) 


现在 来 造 一 实数 集 TJ， 它 称 为 Cantor 集 或 三 分 宗 
《Ternary set)。 这 个 集 有 一 些 引 人 注目 的 性 质 ， 其 造 法 如 下 # 


在 点 于 和 六 处 将 单 信 闭 区 网 Te= [0， 全 三 等 分 刘表 并 区 
风 ( 坷 ， 冯 )， 称 为 中 辣 的 三 分 之 一 ， 在 了 内 余下 的 点 梨 沁 为 


时 
[ov 生 沿 


再 将 7 所 售 的 两 个 向 区 间 分 别 在 省 和 字 以 及 在 了 入 


处 各 作 三 等 分 ， 然 后 划 去 每 个 的 中 间 的 三 分 之 一 ， 拒 Ti 内 
余下 的 点 集 记 为 Za: 


2 [外 
将 这 过 程 继续 下 去 ， 将 得 一 个 递 降 的 集 列 
TOTITD, 


其 中 Ts 是 由 在 ZT; 内 “ 划 去 中 间 的 三 分 之 一 ”后 余下 的 


rs 


3 ? 
Ly 了 4 ? 
PP 


点 所 和 组成。 注意 ，7。 是 由 2" 个 互 斥 的 闭 区 间 组 成 的 ， 将 若 
它们 从 左 到 右 进行 编号 ， 则 我 们 就 可 以 讲 <Zm 中 的 奇 区 间 ” 
或 “7 中 的 偶 区 间 ”。 
所 谓 Cantor 集 T 就 是 指 所 有 这 些 Fw 的 交 ， 即 ， 
T=N {DT, iEN}, 
Gantor 集 的 性 质 CProperties of the Gantor set ) 


我 们 在 Cantor 集 了 上 定义 一 个 通 数 了 如 下 : 
. FL) = Gas 
其 中 ao 人 若 % 属 于 ZT。 中 的 奇 区 闻 
2 车 2 属于 Tm 中 的 偶 区 向， 
于 是 上 述 序列 恰好 是 2 在 三 进 制 下 的 < 小 数 展开 ”, 即 ,其 中 。 


1 1 1 1 罗 
+ (H+ (去 ) + +an( 南 ) 十 
现在 考察 一 个 只 会 两 个 元 素 的 离散 空间 ， 辟 如 说 

4= {0 2}。 又 设 取 痢 标 为 正 整 数 iE N， 以 4 表示 4 的 一 
个 拷贝 。 ， 
命题 12.13 ”Cantor 集 工 同 胚 于 积 空间 : 
ZX=II{4,, iEN}, 
实际 上 ， 上 面 定义 的 函数 产 了 ~> 互 是 一 个 同 胚 。 
注意 ,Cantor 集 了 具备 下 列 一 些 重要 性 质 : 
《1) 了 不 可 列 。 因 为 了 与 序列 集 
{Kg ao 一 0 或 2} 
等 价 ， 而 后 者 之 势 为 2*0 二 CG。 
(2) 也 的 “测度 ”为 零 。 因 为 关于 T=[0, 1] 
一 355 一 


的 余 集 的 测度 ， 即 中 间 三 分 之 一 的 那些 集 之 并 的 测度 
等 于 


1 .248 
316 7 


但 I=[0, 匡 的 测度 也 是 1， 因 此 了 的 测度 是 零 
习 题解 答 


tl 


积 空间 


1. 考察 互 = {a, 8, 0} 上 的 拓扑 r 二 {XX, 2,{8}, {0, 0}} 
及 了 ={u, ov} 上 的 拓扑 下 一 {了 ,人 J,{w}}。 
(i) 求 储 x 了 上 的 积 拓扑 的 定义 准 基 6 。 
(站 ) 求 羡 X 了 上 的 积 拓扑 的 定义 基 纱 。 
解 ， 首 先 注意 : 
四 X 卫 = {g， W, Ka, 207， 人 2 《59>，《c，202，《c，o7 
是 积 集 ， 在 它 上 面 定义 了 积 拓 扑 。 
〈i)》 定义 准 基 8 是 由 送 象 集 组 22G] 和 吃 民 基 所 组 
成 的 ， 其 中 对 是 筷 中 开 集 ， 吾 是 了 中 开 集 ， 计 算得 到 
nLXI=n Y= EXT 
na B= GI= 
[fa}l= {Ca, 4), Ca, v>} 
aL{b, c= {46b, tt C6, vs Ce, 4). 《cy 0)} 
TI 了 = {Cg, 4), 0, WY C0, WY}o 
因此 定义 准 基 由 芯 X 了 的 上 述 子 集 组 成 。 
《并 ) 定 义 基 多 是 由 定义 准 基 8 中 元 素 的 一 切 有 限 交 
所 组 成 ， 就 是 说 ， 
856 一 


bbT 


TR 


DB- {XxXY, 8, {a, WD}, {0,0 C0, WD} 
ty 9 
0 @, W)C0) WF 
2. 求证 定理 12.5: 由 拓扑 空间 了 到 积 空间 zi 的 
函数 六 , 王 -> 习 为 连续 ， 当 且 仅 当 对 于 任何 射影 m， 下 过; 
来 说 ， 复 全 映照 zn.ef 了 了 一下, 是 连续 的 。 
”一 解 ， 按 积 毕 间 前 定义 ， 一 切 射影 都 是 连 疾 的 。 政 若 连 
续 则 mse 作为 两 个 连续 函数 的 复合 也 是 连续 的 。 
另 一 方面 ， 假 设 每 个 复合 函数 mn。f: 了 -> 是 连续 的 ， 
又 设 日 为 了 的 一 个 开 于 集 ; 则 由 .of 前 连续 性 得 + 
mf GI na 


是 了 中 的 一 个 开 集 。 但 由 具有 下 述 形式 ”一 
之 全 ，. SS 
[GJ 其 中 G 是 及， 的 下 于 和 


亢 成 的 最 组 吕 站 上 积 拓扑 的 定义 准 苇 ， 因 为 它们 在 卫 焉 了 下 
区 短 象 是 了 中 的 开 集 。 故 由 定理 7.2 可 知 是 一 个 连续 阁 
数 。 ， ， 

3. 设 了 为 各 空间 站 ~ TIEX, 的 定义 站 中 的 一 个 元 素 ， 
还 证 1 了 向 任何 盘 标 空间 的 舟 影 都 是 开 集 。 

解 ， 央 了 属于 并 的 定义 基 , 故 ，， - 

了 一 TH tehs “sie} GX Xm 

其 中 Go 是 可 w 中 的 -个 开 集 。 因此 全 人 影 Te 开工 
来 说 ， 有 ， 、 ， 


Ta (B= 位 若 as : 


和 


9。 车 4% 蕊 令 ,i 大 


不 论 峙 种 情况 下 ，"ra(B) 都 是 齐集 。 
“… 4。 求 证 定理 12.6: 积 空间 XX 一 人 XX, 上 的 每 个 射影 
ms 及 > 了 ,都 既是 开 的 又 是 连续 的 ， 即 ， 是 双 连 续 的 。 

解 ， 由 积 空间 的 定义 知 一 切 射影 都 连续 ， 故 只 须 证 它们 
是 开 的 。 

设 G 为 积 空间 一 了 IX; 的 一 个 开 集 。 对 于 每 点 PE 
积 析 扑 的 定义 基 中 有 元 素 忆 使 PEBcG。 因 此 ， 对 于 每 个 
射影 7,: 及 >X; 有 

TP Em LBICm LH, 
册 上 一 避 是 各 m5B] 是 开 集 。 换 名 话 说 ，zi[G] 中 的 任何 一 
点 mi(2) 都 属于 含 在 mi[G] 中 的 菜 个 开 集 ,LB]， 于 是， 
mLG] 是 开 集 。 

5。 求 证 定理 12.7， 积 空间 下 = 了 I 中 的 一 一 个 点 列 p， 
Pi，… 政 但 于 一 点 gE 及 ， 当 且 仅 当 对 于 每 个 射影 ms 开 > 下 
来 说 ， 序 列 or(8 mi(pa)，… 在 入 标 空间 蕊 内 政 敏 于 
Ti(9)。 

解 ， 假 设 2,->g， 则 因 所 有 射影 都 连续 ， 故 (2 和) 之 
MY)o 

反之 , 设 对 每 个 射影 7 来 说 ， 都 有 mr(2,)>mt9), .为 
了 证 p>q， 只 须 证明 ， 若 如 是 积 空间 于 一 JI 的 定义 基 
中 的 一 个 元 素 和 而 且 是 售 有 gE€ 开 的， 则 

有 mEN 和合 当 mn>no 时 就 有 PEB 
由 积 空间 且 = HX, 的 定义 基 的 定义 ， 得 
B=7i[G 1 NN ri[G; 、 
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其 中 6; 是 坐标 空间 互 w 的 一 个 开 子 集 。 注 意 9E 了 ， 故 
9) Em [BJ]=G Emm 上 B1= G5,。 按 徙 设 
有 mr (PJ) 一 Tj, (9)。 故 对 每 个 1,2，…， mm 

有 mEN 使 当 nm 时 有 mi (p) EG 

从 而 PEnj2[Gy, 1。 
令 m=mar(ny nn)， 则 
当 n>m 时 有 prEri[Gn Nf mG BB 

认 而 中。 - 


Tychoneff 定 现 


6. 求证 引 理 12. 10， 设 uy 为 集 故 的 一 个 具有 有 限 交 性 
的 子 集 组 , 考察 .x 的 一 切 具 有 有 限 交 性 的 母 组 所 成 之 和 针 P， 
出 用 组 包 会 关系 在 刀 中 引入 序 关 系 时 ，P 有 最 大 元 素 凡 

狂 ， 设 T={ 刀 } 是 只 的 一 个 有 完全 序 的 子 簇 ,. 又 设 
多 一 避 罗 我 们 来 证 绍 EP， 即 用 是 .的 枉 组 而 又 具备 
有 限 交 性 。 由 此 推 得 乡 是 的 一 个 上 界 ,因此 根据 Zom 
引 理 就 得 ，P 有 最 大 元 素 wk。 

由 于 每 个 纱 | 都 基 .oy 的 母 组 ， 故 宛 一 :多 ,也 是 .的 
母 级。 为 了 证 明 乡 有 有 限 交 性 ， 令 141,…, A} 为 多 的 
任 一 有 限于 组 。 但 乡 == Us 多 ,因此 

妥 i 妇 ww ET 使 4,EB,,…An€ 38, 


注意 是 一 个 完全 序 位 ， 故 及， …， 堆 ms 中 必 有 一 个 ， 警 


如 说 是 绍 ,,。。 包含 所 有 的 集 4 并 县 因 为 邹 o 有 有 . 限 交 
性 ， 故 
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4 有 4 站 4 半 售 。 
-过 证 明了 绣 中 的 任 一 有 恨 子 组 {4,，,…; Am} 有 非 空 之 交 ， 
也 就 图说， 多 有 有 限 交 人 性， 因此 及 EP。 
7. 求证 引 理 12. 10 中 所 说 鹏 要 大 元 素 上 有 下 列 必 
质 ， 
(i) 天 中 一 元 素 的 任何 母 集 都 属于 4 
《让 ) 上 中 有 限 个 元 素 之 交 也 属于 
(iD 著 4 站 开放 妇 对 任 柯 帮 EA 成 立 ， 风 AEA。 
解 ， 这 里 只 给 出 《it) 的 证 明 ，(i)，( 过 ) 的 证 明和 留 草 补充 
习题 。 
(站 我 们 只 需 证 中 任意 两 个 集 4 与 之 交 妆 由 一 C 
也 属于 ,#， 因 为 由 此 出 发 用 归纳 法 便 知 (加 正确 。 
:车 已 证 得 -ACT 具有 有 报 变 性， 则 AUfC} 将 站 于 P。 
网 玉 因 户 中 的 极 大 元 带 ， 故 KUtCI 一 客 ， 是 CE ， 钱 项 
就 完成 了 。 
现 设 :{4 4,y…'， 是: #2U {0} 的 有 限 子 组 ， 则 出 现 
:两 种 情况 ， i 
(1) CO8E4 An} CHU{O MO {A de 
;仅仅 是 的 有 限 子 组 ， 届 六 有 有 限 交 狂 ， 襄 
A 
(2) OE1A, , Ao}, 发 如 说 C 一 4 则 
Anin4=cn4ncn4de 
=4NBN A4,.N. .04s 纪 
因为 4,B, 4 ydnEA 
“在 两 种 情况 下 ，{4, …。 4w} 都 有 非 讼 之 交 ， 玖 ' 
2U{0} EP, a 
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据 革 述 理由 ，CEA 加 be 
8. 求证 Tychoneff 定 更 《定理 1 当 台 ， Py 二 E 站 
为 紧 致 空间 灸 ， 则 积 空间 互 一 了 f4,: 给 玫 也 是 紧 数 的 。 
解 ， 设 t= {Fs} 为 加 的 往 - 闭 昌 组 ， 并 设 它 有 有 限 交 
性 ， 车 我 们 证 得 -27 本身 之 交 非 空 《 阳 定 弄 11,4， 这 也 谨 证 
明了 Tychonoft 定 王 )， 即 有 ?6 车 窗 rEF, 光 生 这 
成 立 ; 则 定理 已 证 得 。 
设 2={Mi: hE) 是 的 个 折 大生 组 并 只 看 有 避 
交 性 ( 见 引 理 12.10), 令 下 二 {再 EER} 江 注意 : 
PEASPB 
及 . PIELHSS PIER 
因此 若 可 证 明 户 本身 之 交 非 室 ， 区“ 本 身 之 变 亦 非 并 换 
多 话说 ， 希 要 证 的 其 是 : 
有 PE 卫 使 PE 和 ,对 任何 成 这 
或 内 顷 证 ，' a 
有 WE 下 人 对 = 并 
上 之 笑 扬 和 的 定 文 各 中 在 富 兄 素 力 米 说 。 用 PEB 训 入 
个 EER 撞 半 (1) 
因为 这 样 就 成 为 每 个 集 Ms 的 一 个 来 点 ， 从 莉 食 在 剖 k 中 。 
注意 sz A {了 L454E EY 有 有 限 交 性 。 因 此 对 年 每 个 身 
影 加 : 下 >4, 米 说 ， 缀 标 宏 辑 4 中 的 集 组 
{mLMe]: ER} es 
也 有 有 限 交 性 。 从 而 相应 的 闭 包 组 
{mE KR} 省 2 
是 坐标 空间 4, 中 具 将 将 需 灾 全 的 阔 统 给 -4 掖 假 设 刘 ,是 紧 到 
— MY 


空间 因此 {iE 到， EE 到 } 有 非 空 之 交 ， 饥 ， 

-有 mEA， 使 WETmIC 开 对 任何 EK 成立。 或 如 ， 

有 siE 4， 使 对 于 坐标 空间 4 中 的 任何 开 集 G, 来 说 ， 

由 aiEG, 可 得 ，. 
GmEMxJ] 半 J 对 每 个 EK 成 立 ， (2) 

现在 令 p 一 《aj iE1)， 我 们 来 证 2 满足 条 件 (1)。 设 
PEB， 其 中 马 荐 六 =T14, 上 之 积 拓扑 的 定义 基 中 的 一 个 
集 ， 即 

卫 一 miEG 了 和 … 晶 ri[Go] 

其 中 Ge。 是 4 的 一 个 开 子 集 。 

注意 ， 由 p€B 可 得 mu(9) 一 si 属于 ra[B] 一 Gu， 所 
以 由 上 画 的 (2)， 得 

GiommtMJ 寺 多 对 每 个 hE 成立 
由 此 可 得 
FG IN Me= (TI{ 4 i ) NN 所 
对 每 个 MsEA 成 立 
于 是 根据 上 一 习题 中 所 说 的 # 的 性 质 (过 可 得 ，w 如 [G4] 属 
于 A。 类 似 地 ，z 生 [Gas]，…， za[Gw] 也 属于 A。 但 A 清 足 
有 限 变性 ， 帮 
BNM.= ntiG,] fl .heratG JN Msg 
对 等 个 # GE 下 成立 

于 是 (1) 得 到 满足 ， 定 更 得 征 。 


Cantor 集 


，9. 求证 Cantor 集 T 是 民 中 的 六 集 。 
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解 ， 注 意 Pr。 是 2" 个 闭 区 同 之 并 ， 所 以 DP。 作为 有 限 个 
闭 集 的 并 了 世 是 闭 集 。 但 ?一 ne iENY, 帮工 作为 闭 集 的 : 
交 是 闭 集 ; 

10. 求证 了 是 紧 致 集 。 . 

解 ， 因 为 是 实数 集 民 中 的 有 界 闭 保 ， 所 以 了 是 紧 致 
集 。 ， 

11, 设 开 -HH14: i€N}， 其 中 4, 二 {0 2} 赋 以 高 散 
拓扑 ， 求 证 况 是 紧 致 集 。 

解 ， 注 意 ， 因 为 4, 是 有 限 集 ， 所 以 4, 紧 致 。 所 这 .由 
Tychonott 积 定理 可知 下 一 厅 4, 也 是 姓 到 倚 。 

12; 设 X={hn ie 黄 中 4,=10, 2} 同 以 离散 拱 
扑 。 

1》 来 证 由 下 式 定义 的 画 数 所 瑟 = 7 ， 


fms 7) 一 号 +)+o( 寺 )+… 


iv 
= 六 (二 ) 

是 一 个 连续 天 数 。 

(六)》 求 证 下 滞胀 于 人 了。 

解 ，G) 令 2 一 人， ap》E 又 令 2>0 我 们 要 证 ;， 
革 中 有 含 史 的 开 集 B 存 在 ;使 .， 

由 2E€B 可 得 1f(%) 一 fp)1<e。 

av 
注意 如 ( 守 ) 收敛 ， 帮 

和 en 如 (外 < 


一 


考察 了 的 子 人 
“B= {8} xX {aX eX {an} X A tx A 
注意 pE 如 而且 了 3 是 总 = TI[4 上 积 拓扑 的 定义 基 中 的 一 个 


元 素 ， 从 而 是 开 集 ,并且 
EB 时 有 


jon 0 < 
旗 了 连续 。 


(这 》 函数 #。 和 -> 罗 是 由 紧 臻 空间 下 到 度量 空间 了 之 

上 的 1 一 1 续 项 数 。 由 定理 1.8 , 知 了 是 一 个 周 胚 映照 。 
补充 习 题 

积 空间 | 

13. 求证 斐 为 Zi -空间 的 性 质 是 积 不 变 的 ， 让 了,- 空 间 
的 积 也 是 了,- 空 间 。 

14、 求证 你 为 正则 空间 的 性 质 是 积 不 变 的 。 

15， 求证 作为 完全 正则 空间 的 性 质 是 积 不 变 的 . 。 。“ 

16. 求证 ， 设 p= (ar $EDD 是 积 空 阐 玉 =TI{Xir i ET} 
的 性 一 卉 : 测 对 任 一 郊 E 了 ， 

三 oXxITIfais tse} 与 入 皇 鹿 胚 的 
( 在 三 维 吹 民 空间 中 的 特例 中 ， 息 定 加 指 富 通 过 p= (oo 
wm 9》 的 直线 ， 医 如 说 、 
了 = {a }x {mx R={ es 2ER} 
与 RR 同 胀 。 见 力 (ao 
一 8 好 一 


ns 


Ra 
Y 
| Nh 
tb 
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17. 求证 ， 设 9= (cs iE 力 是 积 空间 下 一 II{X,s 5ET} 
中 前 任 一 点 ， 则 对 任 一 六 ET {8yo} XII{ 瑟 4 5 和 同 是 于 
TI{ZE,: iej} (在 三 维 欧 氏 空间 R 的 特例 中 ， 这 个 定理 指 
出 通过 2 一 zi， cx， 3》 的 平面 ， 辟 如 说 

了 一 RXR:x {0 = {C2, ys 6s): 2, ER} 
贞 狂 于 RR: 一 RxR)。 见 图 (6)。 

18， 求 证 Tychonoft 积 定理 的 道 命 题 即 若 积 空间 
X=1IX 是 紧 致 的 ， 则 等 一 坐标 空间 互 ! 也 是 紧 致 的 。 

19. 设 4 是 积 空间 五 一 I[{ 卫 :i€ 了 的 一 个 子 集 , 又 
役 4:4 悦 了, 表示 投影 rr,: 及 > 卫 , 到 4 的 一 个 收缩 。 求 证 
4 上 的 亲 对 拓扑 是 使 函数 7 连续 的 最 粗 拓扑 。 

20，《i 求证 第 一 可 数 空间 的 可 数 积 是 第 一 可 数 的 。 

《ii》 说 明 第 一 可 数 空间 的 任意 积 不 必 是 第 -可 数 的 。 

21. 求证 一 个 不 可 数 的 积 空间 互 一 IIX, 是 不 可 度量 化 
的 《 涂 非 除 可 数 个 坐标 空间 外 铸 为 单 点 集 )。 

,22. (1) 求证 第 二 可 数 空间 的 可 数 积 是 第 二 可 数 的 。 

(ii) 说 明 第 二 可 数 空 间 的 任意 积 不 必 是 第 二 可 数 的 。 

23， 设 4, 是 拓扑 空间 和， 的 任 一 子 集 , 于 是 II4， 是 积 空 
间 忆 一 贡 Z 的 一 个 子 集 。 求 证 ， 


Re 
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中 IT 这 4 0) HAAIAD" 
举例 说 明 对 于 (ii)， 一 般 说 来 ， 等 式 不 成 立 。 
24, 设 4 是 忌 的 任 一 子 空间 ， 求 证 TI4, 上 的 积 拓扑 
与 可 4 作为 积 空 间 TILE， 的 一 子 集 的 相对 拓扑 是 相等 的 。 


积 集 上 的 任意 拓扑 


25: 求证 命题 12.8: 设 1(X;, ziE 寻 是 一 个 拓扑 空 
间 能 ， 又 设 忆 是 集 互 (的 积 ， 即 下 一 TIX,。 则 瑟 的 具有 形式 
II{G: iED 的 子 集 组 组 成 积 集 卫 上 折扣 + 的 基 , 其 中 人 名 ,是 
坐标 空间 五 , 的 开 子 集 。 

26。 求 证 积 集 芝 = 了 六 ,上 的 积 拓扑 粗 于 上 一 习题 (命题 
12.8) 中 所 定义 的 互 上 的 托 扑 ro。 

27， 试 举 一 例 说 明 积 集 并 一 IIZ, 上 的 拓扑 5 粗 于 及 上 
的 积 拓扑 。 

28, 设 * 是 习题 25( 命 题 12.8) 中 所 定义 的 积 集 
他 一 了 下, 上 的 拓扑 。 求 证 若 每 个 坐标 空间 ,是 离散 的 ， 则 
( 互 , D) 亦 为 离散 的 。 


有 限 积 


29， 求证 命题 12.2， 具 有 形式 GX… x 人 Gn 的 积 空间 
下 二 ,X…X 玉 mn 的 子 集 组 组 成 羡 上 的 积 拓扑 的 一 个 基 ， 其 
中 避 是 XX 的 开 子 集 。 

30， 求 证 ， 若 及 是 互 的 一 个 基 ， 胸 * 是 了 的 一 个 基 ， 
则 {全 X 吾 ， GE 轨 ,日 € 84} 是 积 空间 互 X 工 的 一 个 基 。 
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31. 求证 若 多 。 是 在 aE 马 处 的 一 个 局 部 藕 ， 和 Z。 是 在 
5E 卫 处 的 一 个 局 部 基 ， 则 {XxX 且 ，G E 多 ,, 吾 E 有 中 是 在 
2 二 《qa, b) EX 了 处 的 局 部 其 。 

32。 求 证 两 个 第 一 可 数 空间 的 积 是 第 一 可 数 空间 。 

33， 求 证 两 个 第 二 可 数 空间 的 积 是 第 二 可 数 空间 。 

34. 求证 两 个 可 分 空间 的 积 是 可 分 的 。 

35. 求证 两 个 紧 致 空间 的 积 是 紧 致 的 《不 用 Zorn 引 理 
或 其 等 价 形式 )。 

36. 设 碍 为 平面 民 : 上 出 闭 开 耸 形 

Te b) xLe, = {Ct, FW, osreb, co<9g 一 中 

所 产生 的 拓扑 。 而 且 ， 设 Y 为 实 直 线 民 4: 由 左 闭 右 开 区 间 
fw, 5) 所 产生 的 拓扑 。 求 证 〈Rz， re) 是 ( 民 , r) 与 它 自身 的 
积 。 

37。 举 反例 说 明 两 个 正规 空间 的 积 不 必 是 正规 的 。 

38、 设 4 己 卫 , BCY， 因 而 4xBCx 了 ,求证 

(i) AxB~-AxB (i) A*xB°O(AxXB)* 
( 注意 [见习 题 23] 等 式 一 般 不 成 立 )。 

39. 设 了 ， 瑟 > 了 了 ， 又 设 丰盛 > 互 X 开 出 

Po) = (fo)Y 

所 定义 。 求 证 了 连续 ， 当 且 仅 当 玉 是 于 与 也 (X) 的 一 个 同 
胚 《 注 意 环 ( 互 ) 称 为 了 的 图 )。 

如 , 设 互 是 民 上 的 一 个 赋 范 向 量 空 间 ， 求 证 也 

《pg ) 一 名 十 9 

所 定义 的 函数 fj 瑟 x 瑟 > 开 是 连续 的 。 

41. 设 互 是 尽 上 的 一 个 赋 范 向 量 空间 ， 求 证 由 

。 评 者 注 ， 原 文 为 A*xB* - (人 x 了 
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fCh, 荡 ) 一 2 
所 定义 的 函数 /六 咏 X 生 > 卫 是 连续 的 。 


度量 积 空间 


42， 求 证 ，m 维 欧 氏 空 间 民 ”" 的 每 一 有 界 闭 子 集 是 紧 致 
的 。 

43。 求 证 命题 12,11; 设 ( 玉 ,, 中)，…，(Xn， Qn) 是 度量 
空间 ， 又 设 2 一 《e ，…，cn》 和 9 一 人，…，Bm》 是 积 集 

瑟 - 让 蕊 
i 

中 的 任意 二 点 ， 则 下 列 每 一 个 函数 是 卫 上 的 一 个 度量 : 

Ci) dp, D—NMd Gs BT (Gn, bm)Y 

(1) dp, 9)—=maz {d,(@1, b), es Gm an, Pn)} 

Cii) dg, OD = 5 十 … 十 Go(cey bn) 
而 且 ， 由 上 述 度量 的 每 一 个 所 诱 生 的 防 上 的 拓扑 是 积 拓扑 。 

好， 求证 命题 12.12: 设 {( 有 ,841), (有, 抽 )，…} 为 
度量 空间 的 可 列 组 ， 又 设 p= (cb ap …》 与 98 一 人 和， > 


是 积 集 尽 -~ 过 下, 中 的 任意 两 点 ， 则 由 


S 1 dla, 6a) 
Up 9 一 训 2 
所 定义 的 通 致 0 是 瑟 上 的 一 个 度量 ， 且 由 & 所 诱 生 的 拓扑 是 
积 拓扑 。 
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分 离 集 (Separated seds ) 
拓扑 空间 玉 中 的 两 个 乐 4 与 也 称 为 分 离 的 (separated)， 
是 指 它们 满足 下 列 两 个 条 件 : 
( i) 4 与 B 瑟 斥 ， 
(并 ) 每 个 集 都 不 含 另 一 集 的 聚 点 。 
奖 旬 话说 ，4 与 为 分 离 ， 当 且 仅 当 
ANB= 多 同时 ANB=~ 多 。 
例 1.1 考察 实 直 线 民 上 下 列 三 个 区 间 ， 
4=(0, 1), B=(1, 2) 及 C=[2, 3) 
贡 4 与 召 是 分 离 的 ， 因 为 豆 一 [0, 1], 请 二 [1, 23， 吉 4 人 如 
与 互 由 昌都 是 宝 集 。 男 一 方面 ，B 与 QO 不 是 分 离 的 ， 因 为 
2EQ 是 如 的 极限 点 ,于 是 NC 一 [1, 2]N[2, 3)={2} 寺 人 BD。 
例 1.2 考察 平面 距 : 上 下 列 的 点 集 ( 见 下 图 ); 


A={60, WD: Fy 上 pg 
B= {C0, Ws y—sin dL, 0<s<1} 


则 4 中 的 每 点 都 是 吾 的 聚 点 ， 故 .了 吾 
不 是 分 离 集 。 二 
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连通 集 (Connected sets ) 


定义 ”拓扑 空间 互 中 的 点 集 4 称 为 不 连通 (disconnected)， 是 
指 互 中 有 开 集 @# 与 召 存 在 , 使 得 4 几 G 与 4 几 且 均 非 
空 而 也 斥 ， 同 时 它们 的 并 为 4。 这 时 GU 吾 称 为 4 的 
一 个 分 解 (disconnection)。 一 个 集 若 不 是 不 连通 时 ， 
就 称 为 连通 集 (connected set) 。 

注意 4=(4N UAUNH) if ACGUH 
及 B=4NDNANEH) i GN HCA 
由 此 可 知人 GU 五 是 和 4 的 一 个 分 解 ， 当 且 仅 当 
A4NG#Z, 4N HZ, 4ACGURH 及 GN HC4。 
另外 注意 ， 空 集 与 单元 业 集 {p} 总 是 连通 的 。 
例 2.1 民 * 平面 上 的 下 列 集 ; 
A={(4, Y): tO—y>A} 

是 不 连通 的 ， 因 为 两 个 开 的 半 平 面 ， 

G 一 To WD: -1} 及 百 一 { YW: >1} 
构成 及 的 一 个 分 解 。 如 下 图 所 示 。 


例 2.2 考察 三 二 {4, 5, c,d,e} 上 的 下 列 拓 才 : 
区， GZ, {a, b, ¢}, {0, 0, e}, {0}} 
则 有 4 二 {a, ,6e} 是 不 连通 的 。 因 为 令 人 一 {ay 5, 0} 及 上 量 == 
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{0, de， 出 4 门 G={cj， A4 几 卫 二 {9, 6} 是 非 空 的 互 床 集 ， 
它们 的 并 是 4( 注 意 : 与 本 是 不 互 斥 的 ) 。 
连通 性 与 分 离 性 之 间 的 基本 关系 如 下 : 
定理 13.1 一 个 集 是 连通 集 ， 当 和 且 仅 当 它 不 是 两 个 韭 空 的 
分 离 集 之 并 。 
下 面 的 命题 是 很 有 用 的 。 
定理 13.2 若 4 与 B 都 是 连通 集 ， 它 们 又 不 互相 分 离 ， 则 
4UB 是 连通 的 。 
例 2.3 设 4 与 召 为 例 1.2 所 说 的 平面 民 * 上 的 两 个 集 。 
坟 后 我 们 将 证 媳 与 吾 备 自 为 连通 全 ， 介 放 与 吾 又 不 互相 分 
离 。 故 由 上 述 命题 ，4 UB 是 连通 集 。 


连通 空间 (Connected spaces ) 


连通 性 ， 和 紧 致 性 一 样 是 集 的 一 种 绝对 性 质 ， 即 ， 
定理 13.3 设 4 为 拓 提 空间 (及, 7) 的 一 个 子 集 ， 则 4 相对 
于 < 为 连通 集 的 充 要 条 件 是 4 相对 于 4 上 的 相对 拓扑 
是 连通 的 。 
连通 的 拓扑 空间 就 称 为 连通 空 间 (connected space)。 由 
上 述 定理 ， 我 们 通常 只 在 连通 空间 上 讨论 连通 性 。 
例 3.1 设 及 为 不 连通 的 拓 打 宣 间 ， 又 设 人 UU 如 是 瑟 上 
一 个 分 解 ， 则 
也 =( 及 人 G8) UC 用 恕 ) 同时 有 
(ZNDN ZND-G 
但 五 几 G 一 G, 及 们 昌 = 召 ， 因 此 忆 是 不 连通 集 ， 当 且 仅 当 有 
非 空 的 开 集 好 与 召 存在 使 有 二 GU 且 及 GN 站 HH 二 儿 。 
根据 上 述 例题 的 讨论 ， 可 以 归结 出 连通 空间 的 简单 特征 
如 下 
网 | 
A 7 
22 hay 0 


jz. 


定 答 18.4 拓扑 空间 屯 为 连通 空间 , 当 且 仅 当 (i) 革 不 能 表 
为 两 个 非 空 的 互 斥 开 集 之 并 ,。 或 等 价 地 说 (H) 四 与 好 
是 互 中 仅 有 的 既 开 又 闭 的 集 。 
例 3.2 考察 卫 二 {9,5, 0, gd ef 上 的 于 列 拓 寺 ; 
t={X, GF, {40}, {c, 四 ，{cy ¢, 0}, {6, 6 a, e}} 
则 闷 是 不 连通 的 ， 因 {a} 与 {5, 0 8,6} 是 互 余 的 ， 因此 本 
是 开 的 又 是 闭 的 。 找 向 话说 ， 
及 fa} U {2 6, 9, 0} 
是 不 的 一 个 分 解 。 注 意 ， 在 子 全 4 一 生 , 4,e} 上 的 相对 拓扑 
是 44, 凶 ，{G}}， 因 此 二 是 连通 的 。 这 是 因为 在 招 对 拓扑 中 
仅 有 和 4 与 多 是 和 的 虐 开 又 闭 的 子 集 。 

例 3.3 实 直 线 民 赋 以 通常 拓扑 时 是 连通 空间 。 因为 在 
RR 的 子 集 中 ， 只 有 民 与 作 是 脱 开 又 加 的 。 

例 3.4 设 了 是 由 连通 宝 间 及 到 括 打 宝 间 了 了 的 一 个 连续 
函数 。 则 f， 尺 之 [站 ] 是 连续 的 (其 中 [Xl 三 以 相对 本 
扑 )。 

我 们 来 证 明 所 素 ] 是 连通 的 。 仍 设 拒 总 ] 不 连通 ， 司 如 
说 全 与 瑟 柏 成 玫 卫 ] 的 一 个 分 解 。 划 

天 3] 一 GU 日 同时 GNH=g 
从 而 
孚 = 六 [GIUF-1LH] 同时 

fF-IGINF CH= “ 
由 于 了 连续 ， 故 广 ![G] 与 广 工 吾 ] 都 是 也 的 开 集 , 子 是 上 
式 说 明 区 G] 与 广 下 吾 ] 构成 及 的 一 个 分 解 ， 而 这 是 不 可 
能 的 ( 因 按 假设 六 是 连通 的 )。 这 就 证 明了 车 尼 是 连通 的 ， 则 
[了 ] 也 是 连通 的 - 可 

上 述 例题 的 结果 可 叙述 成 一 定理 。 
定理 13.5 ”连通 集 的 连续 映 象 是 连通 的 。 
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例 3.5 设 且 为 不 连通 空间 ， 堂 如 倍 信 UU 且 是 玻 的 一 个 
分 解 。 则 士 数 ; 
Fo 上 0 郑 5EG 
1 车 26E 吾 
是 由 瑟 到 离 数 空间 了 一 t0，1} 上 的 连续 函数 。 

另 一 方面 ， 由 定理 18.5 可 知 ， 一 个 连 租 空间 下 的 连续 
映 象 不 可 能 是 不 连 表 的 离散 空间 了 = {0，1}。 换 句 话 说， 
引 理 13.# 拓 扩 空间 于 是 连通 空间 , 当 且 仅 当 由 芝 到 离散 空 

闻 了 Y= {0, 1} 的 仅 有 的 连续 泗 数 是 常 值 函数 f(%)=0 
或 常 值 函数 f(z) 二 1。 


实 直线 上 的 连通 性 (Connectedness on the 


real line ) 


实 直线 上 的 连通 集 可 以 很 简单 地 叙述 如 下 

定理 18,7 实 直线 民 上 至 少 含 有 两 点 的 一 个 集 瑟 为 连通 集 ， 

当 且 仅 当 五 是 一 个 区 间 。 

:注意 ， 实 直线 只 上 的 区 间 有 下 列 的 一 些 形式 。 
.有限 区 间 ; (a, 5), (&s 6], [a, 5), [a, 人 
无 限 区 闻 ; (一 co, 4), (一 20, 4], (8, co)， 
[&, co)，( 一 coy co) 
区 间 吾 的 特征 可 以 用 下 列 性 质 表示 ， 
Gy 0E 百 Ga<Co<B8 一 >X6E 吾 
园 为 连通 集 的 连续 映 象 也 是 连通 集 ， 所 以 可 得 Weicrstrass 
介 值 定理 (定理 4.9) 的 挫 广 如 下 ; 
定理 18.8 设 f: 了 -> 民 是 定义 在 连通 集 卫 上 的 一 个 实 连 续 
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” 范 数 ， 则 了 可 以 取得 它 的 任意 西 个 函数 值 之 间 的 每 个 
值 。 

例 4.1 连通 性 理论 的 一 个 重要 应 用 是 所 谓 “ 不 动 点 定 
理 ”(fixed point theorem)， 设 I 二 [0, 1]， 又 设 f 了 -> 工 是 
连续 溃 数 ， 则 有 名 EI 全 (2p) 一 Pp。 

这 个 定理 可 以 用 几何 图 象 解释 如 下 ， 首先 注意 f: 了 > 了 
的 图 象 落 在 单位 正方 形 

T={(, 办 : Ov, 0<9%<l} 
内 ， 则 定理 是 说 了 的 图 象 ( 它 是 把 
正方 形 左 边界 线 上 一 点 同 右边 界线 
上 一 点 连结 起 米 的 一 条 曲线 ) 必然 
与 正方 形 的 对 角 线 入 有 一 个 交点 ， 
晤 如 说 ，(PD,P)， 如 左 图 所 未。 


分 支 (Components) 


拓扑 空间 羡 的 一 个 分 支 (component) 召 是 指 瑟 中 的 一 个 
极 大 的 连通 子 集 ， 即 。 它 古 连通 的 又 不 是 互 中 任何 连 盘 集 的 
真子 集 。 显然 妃 是 非 空 的 。 
关子 拓扑 空间 的 分 支 的 主要 事实 叙述 在 下 面 的 定理 中 。 
定理 18.9 拓扑 空间 互 的 一 切 分 支 构 成 和 的 一 个 分 害 ， 即 ; 
它们 是 互 斥 的 , 且 它 们 的 并 就 是 互 。 同 时 下 中 的 任何 
连通 子 集 都 含 在 某 个 分 支 中 。 
这 样 ， 每 点 PE 了 Y 都 属于 下 中 唯一 的 一 个 分 支 ， 这 个 分 
支 称 为 “ 合 Pp 的 分 支 ”(component of 2)。 
例 5.1 营 四 是 连通 的 ， 则 下 只 有 一 个 分 支 ， 谣 是 及 本 


身 。 
例 5.2 考察 卫 =={g, bc go ef 上 的 下 列 拓扑 ， 
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t={£, 2, {0}, {c, od}, {0, 0, 0}, {6, c a, o}} 
则 怀 的 分 支 是 {8) 与 1B，oy ,6}, 及 中 其 他 的 连通 集 ， 例 如 
全 ,gej( 见 例 8.2) 是 某 个 分 支 的 一 个 子 集 。 

可 用 例 5.1 的 事实 来 证 明 连 通 性 是 积 不 变性 ， 即 ; 
定理 18.10 连通 空间 之 积 是 连通 的 。 
推论 13.11 mm 维 殉 氏 空间 R" 是 连通 的 。 


局 部 连通 空 间 (Locally connected spaces) 


拓扑 空间 玉 称 为 在 PE XX 局 部 连通 (locally connected at 
PE 革 ) 是 指 ， 任何 含 p 点 的 开 集 都 含有 一 个 含 2 点 的 连通 开 
集 ， 也 就 是 说 。 含 2 点 的 一 切 连通 开 集 构 成 2 点 处 的 一 个 局 
部 基 。 

若 折 扑 空间 互 在 它 的 每 一 点 处 都 是 局 部 连通 的 ， 也 就 是 
说 万 的 一 切 连通 开 子 集 构成 筷 的 一 个 基 ， 册 开 称 为 一 个 局 部 
连通 空间 (locally connected space) 。 

例 6.1 每 个 离 表 空间 苹 者 是 局 部 连通 的 , 因 若 PE 爱 ， 
则 {B} 是 伟 罗 起 的 开 连 通 集 ， 计 上 且 是 含 在 任何 舍 多 点 的 开 集 
之 肉 。 注 意 ; 著 及 会 多 于 一 点 时 ,下 是 不 连通 的 。 

例 6.2 设 4 与 哺 为 例 1.2 中 所 说 
的 平面 民 * 的 子 集 ， 则 4UB 是 一 个 连 
通 集 ， 但 有 4UB 在 点 二 《0, 1) 不 是 局 

i 


部 连通 的 。 例 如 : 以 加 为 中 心 ， 以 为 日 


半径 的 开盘 不 合 多 虚 的 性 何 连通 分 城 。 
道路 (paths) 
设 I=[0, 1] 为 闭 单位 区 闻 、 子 为 拓扑 空间 ， 若 连续 孙 
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数 f; 了 > 玉 有 性 质 ，f(0)==a 及 1) 一 5， 风 称 之 为 在 拓 扩 
空间 下 内 由 点 4 到 点 8 的 一 条 道路 (path)。 这 里 6 点 称 为 这 
条 道路 的 起 点 (initial point), 6 点 称 为 这 条 道路 的 终点 〈ter- 
minal point)。 

例 T.1 对 于 任何 起 EY， 由 多 (8) 一 省 义 的 常 值 本 
数 op: JY 玉 是 连续 函数 ， 因 而 是 一 条 道路 ， 它 称 为 在 加 点 
次 的 常 值 道路 (constant path)。 

。 例 T.2 设 疡 了 > 和 是 一 条 由 4 到 六 的 道路。 则 由 
f(s) 二 J(1 一 8) 所 定义 的 汲 数 j; T> 磋 是 一 条 由 五 到 @ 的 道 
路 。 
例 7.3 设 疡 了 > 是 一 杀 由 到 的 道路 。g: 了 -> 下 
是 一 条 由 日 到 6 的 道路 ， 则 由 下 式 定义 的 函数 x9: 7-> 碾 : 
009。 著 0<e< 二 
{frg)(s) = 1 
3(28 一 1) 车- sl 
是 由 原 有 的 两 条 道路 相 衔 直 而 成 的 由 4 到 5 的 一 条 道路 ， 它 
是 沿 道 路 情夫 品 到 B， 然 后 活 造 路 9 由 五 到 6 而 担 到 的 。 


弧 连 通 集 (Arcwise connected sets) 


设 妃 为 拓 盾 空间 有 的 一 个 于 集 ， 如 果 对 于 也 中 有 的 在 何 两 
点 &，6E 加 ， 都 有 一 条 含 在 召 中 而 由 & 到 5 的 道路 f, I> 玉 
(外 开 总 CB)， 则 称 吾 为 一 个 绰 连 通 集 (arcwise connected 
Set) 。 

于 中 的 极 大 的 弧 连通 集 称 为 一 个 绰 连 通 的 分 支 (arcwise 
connected component)， 互 中 所 有 的 弧 连 甫 分 支 构成 筷 的 一 个 
分 割 。 
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-总 


与 连通 与 连通 之 间 有 以 下 关系 
定理 13.12 弧 连 通 集 是 连通 的 。 
上 述 定 再 的 游 命题 是 不 成 立 的 ， 如 下 面 例题 及 示 。 
例 8.1 考察 平面 民 * 上 的 子 集 ; 
A={(%, p+: Otel1, y=0/n, nE N} 
B= {%, 0): 1/2<%e1} 
其 中 是 由 所 有 连结 原点 《0，0) 与 点 《1， 二》(nEN) 的 


线 和 上 的 点 斯 组 成 ， 召 是 由 @ 轴 上 上 与 


工 之 问 的 一 切 虚 所 组 成 。 现 在 4 与 如 都 
是 张 连通 的 ， 头 而 也 是 连通 的 另外 。 
4 与 召 又 是 不 互 机 分离 的 ， 因 为 每 点 
PEB 都 是 4 的 一 个 极限 点 。 于 是 4UB ?了 B74 
是 连通 的 。 但 4UB 却 不 是 张 连通 的 ， 因 为 实际 上 不 站 在 妥 
上 任何 一 点 到 瑟 上 任何 一 点 的 道路 。 

例 8.2 设 4,B 为 例 1.2 中 所 说 的 平面 民 上 的 两 个 点 
集 ， 则 A4 与 互 都 是 区 间 的 连续 映 象 从 而 是 连通 的 。 男 外 4 与 
妃 是 不 互相 分 离 的 ， 因 而 和 4U 吾 是 连通 的 ， 但 4U 吾 不 是 张 
连通 的 。 因 为 实际 上 , 不 诊 在 由 和 上 任何 一 直到 加 上 任 河 一 
点 的 道路 。 

平面 民 * 上 的 辐 扑 学 是 单 变量 复 芍 数论 的 一 个 重要 部 
分 。 在 复 函 数论 中 ， 把 平面 上 的 开 连 通 集 称 为 一 个 区 域 (re- 
gion)， 下 面 的 定理 在 复 函 数论 中 是 重要 的 。 
定理 18.13 平面 R*: 上 的 开 连 通 集 是 弧 连 通 的 。 


同 伦 道路 (Homotopic paths) 


“' 设 记 了 > 卫 及 g; 了 T> 王 是 有 相同 的 起 点 2E 卫 及 相同 
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的 终点 YE 三 的 两 条 道路 。 如 果 有 连续 函数 
H, PX 
存在 ， 使 得 
Hls, WM)=f(s)) HO,t)=p 
Hls, D=9(s) Hl(l, =g 
如 附 图 所 示 ， 则 称 了 同 伦 于 9 (homotopic)， 记 为 9。 我 


SS 
RSSSSSN 
SS 
PE 


们 说 了 可 以 连续 地 变 成 9。 画 数 五 则 称 为 一 个 由 了 到 9 的 辐 
伦 (homotopy) 。 

例 9.1 设 玉 表示 国 环 上 所 有 点 所 成 的 点 集 ， 则 下 面 左 
图 中 的 道路 了 与 9 是 同 伦 的 但 是 训 图 中 的 道路 六 与 六 不 
是 同 伦 的 。 


例 9.2 该 f: > 于 是 一 条 道路 ， 则 fezf， 即 ;了 同 伦 
于 它 本 身 。 这 是 因为 由 下 式 ' 
H(s, =f(8) 
也 定 义 的 酒 数理 : > 卫 是 由 了 到 了 的 一 个 同 伦 。 
例 9.3 设 f9g， 双 璧 如 说 日 ， > 了 是 由 了 到 9 的 
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一 个 同 伦 。 到 由 下 式 
B08, = 已 Ge 1 
所定 叉 的 函数 育 ， 了 -> 下 是 由 9 到 了 的 一 个 同 伦 。 因 此 gc< 
例 9.4 设 f9,9 之 h， 又 于 如 说 百 : 下 -> 避 是 了 到 8 
的 一 个 同 从 ，Q 了 -> 站 是 多 到 矿 的 一 个 同 伦 。 则 由 下 式 
1 


FG,2) 车 0<tic<3 
Hi(s, = 


Ge 2s 一) 车 村 <1 
定义 的 函数 百 ， -> 革 是 身 下 到 广 的 一 个 同位 。 国 此 fh 


同 伦 电 可 以 几何 地 解释 为 ， 把 玉 与 GG 的 定义 域 压 编 到 一 
个 正方 形 中 去 《 见 下 图 )。 


由 上 述 三 个 关系 可 得 下 面 的 命题 
命题 13.14 在 由 4 到 5 的 一 切 道 路 所 成 的 伐 中 ， 间 伦 关 系 
是 一 种 等 价 关系 。 


单 连通 空 间 {Simply connected spaces ) 


一 条 道路 J。 了 > 了 ， 其 起 点 和 终点 相间 , 警 如 说 了 (0) = 
了 (DD) 二 9, 称 为 一 条 闭 于 PE 的 道路 (closed path at p EX)。 
特别 地 ， 由 eos) 二 p 所 定义 的 常 什 道 路 ep: 了 > 革 是 一 条 闭 
于 2p 点 的 道路 。 
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一 条 闭 道路 f: I> 下 车 同 伦 于 常 信道 路 ， 则 称 为 “可 
收缩 于 一 点 ”contractable to a point) 。 

设 玉 为 拓扑 空间 。 若 下 中 每 条 阿 道 路 都 可 收缩 于 一 点 ， 
则 承 称 为 一 个 单 连 道 (simply connected) 的 拓扑 空间 。 


SSE 
SS 
RR SN 


SN 


例 10.1 平面 民 * 上 的 一 个 开盘 是 单 连通 的 ; 而 一 个 国 
环 不 是 单 连通 的 。 这 是 因为 如 下 图 所 示 ; 环 内 有 些 半 曲线 是 
不 能 收缩 于 一 点 的 。 


外 


学 带 过 稍 Wy 


习 题解 管 

分 离 集 

1. 求证 ， 荐 4 与 为 非 空 的 分 离 集 ， 则 4UB 是 不 连 
通 的 。 

解 : 因 4, 卫 分离， 故 4 网 8 一 GB 及 4 [B= 多。 49- 
了 及 理 - 不 ， 则 G, 吾 均 为 开 集 ， 且 

(AUB)NG=4 及 (AUDNH=B 
为 非 空 互 斥 集 ， 它 们 的 并 为 4UB。 因 此 G 与 五 是 .4B 的 
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一 个 分 解 ， 从 而 4UB 是 不 连通 的 。 
2. 设 GU 妃 是 4 前 一 个 分 解 ， 求证 4nG 与 4 五 
是 分 离 集 。 

解 ， 办 @U 吾 是 4 前 一 个 分 解 ， 故 4nG 及 4n 吾 互 
斥 。 记 以 要 证 的 只 是 ， 这 两 个 集 任何 一 个 都 不 会 另 一 集 的 情 
点 。 为 此 ， 设 Dp 是 4fl 人 的 一 个 素 点 ， 并 设 pE4 站 及 ， 风 
五 是 会 p 的 开 集 ， 从 而 及 含 4 几 GG 中 不 辣子 8 的 点 即 
‘419NH*g, 但 

ANMNAND=G= ANDNA, 
这 就 出 现 矛 拓 ， 所 以 2 是 4NG 的 情 点 时 ，p 作 41 日 。 

阅 理 可 证 ， 当 多 是 4 至 的 聚 点 时 ， 则 p44[1G。 这 
就 证 明了 4 站 GG 与 4 介 瑟 是 分 离 的 。 

3、 求 证 定理 18.1: 集 4 为 连通 集 ， 当 且 仅 当 4 不 是 
两 个 非 空 的 分 离 集 之 并 。 

解 ， 我 们 将 证 其 等 价 命题 ，4 为 不 连通 ， 党 目 仅 当 4 是 
两 个 非 空 的 分 离 集 之 并 。 

现 设 4 不 连通 ， 并 设 HU 五 是 4 的 一 个 分 解 , 则 4 是 非 
空 集 41@ 与 4 人 忌 之 并 ， 由 上 一 习题 ， 它 们 是 互 相 分 离 
的 。 

另 一 方面 ， 若 4 是 两 个 非 空 前 分 离 集 之 并 ,出 由 习题 1， 
万 是 不 连通 的 。 


4. 设 @U 已 是 4 的 一 个 分 解 * 又 设 忆 是 4 的 一 个 连通 
前 子 集 。 求 证 或 者 如 站 @= 纪 或 者 刀 由 吾 王 所 ,从 而 或 者 是 
了 BC 也 或 者 BC-G。 
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解 ， 因 B= 4， 故 
ACGUH—>BCGUH 
及 GNHCA—> GN HCB'. 
因此 , 车 BNG 与 BN 及 省 非 空 , 则 GU 吾 将 是 如 的 一 个 分 
馈 ， 但 是 连通 的 ， 所 以 就 得 到 了 结论 。 
5， 求 证 命题 13.2: 若 扫 4 与 了 是 连通 集 ， 它 们 又 不 互相 

分 离 ， 则 4UB 是 连通 的 。 

解 ， 假 设 4UB 不 连通 ， 并 设 9U 瑟 是 4UB 的 一 个 分 
解 。 因 4 是 4UB 的 一 个 连通 子 集 ， 故 由 前 一 习题 ，4CCG 
或 4C 电 ,类 似 地 有 ，Bc-G 或 BcCH。 

车 4cCG 及 BC 吾 ( 或 BCG 及 4C 瑟 ， 则 由 习题 2 可 
知 ， 

(4UB)NG=4 与 (4UB) NH=B 

是 分 离 集 ， 但 这 和 假设 矛盾 。 因 此 4UBCG 或 4U Bc 有， 
记 以 GU 五 不 是 4UB 的 分 解 。 

换 句 话说 ，4UB 是 连通 的 。 - 

6. 求证 ， 设 sz= {4,} 是 了 中 的 一 个 连通 集 组 ， 其 中 
任何 两 个 集 都 不 是 分 离 的 ， 则 B 一 Lj4, 是 连通 的 。 

解 ， 设 了 不 连通 , 并 设 @U 刀 是 了 的 一 个 分 解 。 则 因 每 
个 4.€ .sf 是 连通 集 ， 玖 含 在 中 而 与 太 无 交点 ， 或 次 在 刀 
中 而 与 如 无 交点 《 见习 题 4 )。 另 外 ， 又 由 于 .x 中 征 合 钠 个 
元 素 4 与 4 都 不 分 离 ， 故 由 命题 13.2, 4 4 是 连 通 
的 ， 于 是 4 U 4 全 在 I 与 及 二 者 之 一 中 而 与 另 一 个 不 相 
交 , 从 而 sy 中 所 有 的 元 素 并 且 因此 B 二 14, 大 会 在 你 与 召 二 
者 之 一 中 而 与 男 一 个 无 交点 , 但 这 和 9U 瑟 是 了 的 一 个 分 解 
这 个 事实 相 韦 捕 ， 所 以 马 是 连通 的 。 
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9 来 丰 ， 设 of--T4 是 女 中 的 一 个 连通 集 组 ， 并 设 
这 个 组 有 非 空 的 交 ， 则 BL J4, 是 连通 的 。 

黎 ， 因 门 4, 扩 刀 , 故 sz 中 任何 两 个 元 素 都 不 互 斥 ， 因 而 
不 互相 分 离 ， 于 是 根据 上 一 习题 ，B 一 Lj4, 是 连通 集 。 


8. 设 4 是 的 一 个 连通 子 集 ， 又 设 4CBC4 ， 求 证 ， 
刁 是 连通 集 ， 从 而 特别 地 4 是 连通 集 。 

解 ， 设 吾 不 连通 ， 并 设 'GU 召 是 吾 的 一 个 分 解 , 则 因 4 
是 吾 的 一 个 连通 的 子 集 ， 故 由 习题 4, 或 有 4 站 吾 一 名 , 或 有 
4 人 9G= 儿 , 警 如 说 4 总 = 多, 则 豆 * 是 4 的 一 个 六 的 语 集 ， 
因此 4cBcACH， 从 而 有 BN 有 = 多, 但 这 各 他 U 吾 是 
上 B 的 一 个 分 解 的 假定 是 矛盾 的 。 这 个 矛盾 说 明了 B 是 连通 
的 。 


连通 空间 (Gonnected spaces ) 


9. 设 卫 为 拓扑 空间 ， 求 证 下 列 条 件 等 价 ; 
《 1) 承 不 连通 。 
《二 ) 五 有 非 空 的 既 开 又 闭 的 真子 集 。 

解 ， (人 一 > (ii) 设 到 = GU 瑟 ,其 中 人 与 召 都 是 非 空 的 
开 集 ， 则 映 是 下 的 非 空 的 真子 集 ， 并 由 于 GH', 所 以 GG 
既 开 又 闭 。 

(外) 二 > 由 设 4 是 三 的 既 开 又 闭 的 真子 集 ， 则 丸 也 是 
非 空 的 开 集 ， 并 且 了 = 4 U 4*， 夫 而 瑟 不 连通 。 

10， 求证 定理 13.3， 设 4 是 拓扑 空间 ( 互 , *) 的 子 集 ， 
又 设 7 是 万 上 的 相对 拓 盾 。 则 4 为 + 连通 ， 当 上 且 仅 当 4 为 
区 连通 。 

解 ， 设 万 不 连通 ， 并 设 8U 吾 构 成 4 的 一 个 7 分解 , 则 
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因 G, HET, 帮 4nG, 4n 在 Etuy 大 而 4NG 与 AN 友 构 
成 4 的 一 个 忒 分 解 ， 从 两 4 是 不 连通。 : 

另 一 方面 ， 设 4 是 4 不 连通 , 警 如 说 Ge 与 H* 构 成 4 
的 一 个 54 分解， 则 G*, H*ET4， 因 而 

有 G9, 日 ET 使 G*-4ANG 及 H*=ANH 
但 4NG*=4N (4NG)=A4NG 及 
ANHs~=AN (AN=ANH 

所 以 GUEH 是 4 的 一 个 t+ 分解, 因此 4 是 + 不 连通 的 。 

11. 设 p, 4EX; 4 …， hm 是 也 的 子 集 , 车 4 ( 且 仅 
只 4,) 仿 Pp; Am( 仅 只 4n) 含 9; 当 且 仅 当 旦 一 外 > 时 
4 人 4 下， 风 称 A,，…，4 构成 一 条 联结 争 与 9 的 简单 
(有限 ) 链 (sinple (finite》chain) 。 

求证 ， 设 开 古 连通 的 ,又 设 .ob 是 瑟 的 一 个 开 复 盖 , 则 工 中 
任何 两 点 可 以 用 一 条 由 . 必 中 之 元 素 构成 的 简 半 链 联 结 起 来 。 

解 : 设 思 为 站 中 任意 的 一 点 ， 受 设 恕 表示 吾 中 那些 可 以 
用 由 .of 中 之 元 束 构 成 的 简单 链 和 点 联结 起 来 的 点 爹 体 。 则 
因 %B&E 吾 帮 瑟 所, 我 们 将 在 下 面 证 明 刀 是 既 开 又 六 的 ， 这 
样 由 于 也 是 连通 空间 ， 可 得 恕 = 三 。 

设 及 E 理 , 则 有 GG，…, Gn Ef 构成 一 第 联 钙 与 多 的 
简单 链 , 但 车 EG Gs,， 则 9 ，…， Gn 构成 一 条 联结 与 
史 的 简章 链 : 而 若 9EG:G， 则 Go …*Gu 构 成 一 条 联 
结 9 与 也 的 简章 链 ， 如 下 图 所 未 ， 四 


于 是 Gf 是 互 的 子 集 ， 妈 站 E 人 一 吾 ， 因 此 妞 是 它 的 每 一 点 
的 一 个 都 域 ， 从 而 五 是 开 集 。 

规 令 9E 吾 ， 因 .过 是 丰 的 一 个 复 六 , 故 有 GE 使 9EG 
《如 是 开 集 )。 若 会 | 吾 午 多, 则 有 有 EGNHCH, 所 以 有 
名，…， GE ol 梅 成 一 条 联结 五 与 2 的 简单 链 ， 但 这 样 一 
来 ， 就 使 8 6，…, Ga《 其 中 民 是 与 GG 相交 中 的 最 大 
俏 ) 或 纪 ，…，G。 成 为 一 条 联结 9 与 ?的 简单 链 ， 从 而 
9 得， 而 这 与 9€ 及 * 相 矛 慎 。 因 此 G 人 至 一 必 ， 并 因此 有 
9EGCH'， 于 是 型 是 一 个 开 集 ， 于 是 下 "二 瑟 是 闭 集 。 

12. 求证 定理 13.7s 设 加 为 实 直线 民 上 至 少 含有 两 点 
的 点 集 ， 则 召 为 连通 的 ， 当 且 仅 当 允 是 一 个 区 间 。 

解 :; 设 吕 不 是 一 个 区 间 ， 则 

有 ,bE p$ 召 使 sa<p<b 
令 全 二 《一 co Pp), B=(%, o0)， 则 4EG,5E 量 ,从 而 ENG 
与 召 有 至 是 非 窄 的 互 斥 集 ， 它 们 的 并 是 五 , 因此 加 不 连通 。 

现 设 加 为 一 个 区 间 ， 并 假设 五 是 不 连通 的 ， 警 如 说 设 侣 
与 召 构成 再 的 一 个 分 解 。 令 4= 如 由 GB 一 刀 骨 五 ， 则 局 
44UB。 现 因 4,B 非 空 , 元 可 设 4€4,5EB,a<b 及 p 一 
sup{ 有 4 人 [a, ]}. 因 [e, 5] 是 闭 集 , 圾 pELas 了 因此 pEB。 

设 2E 4=BNG， 则 p<5 及 PEG, 因 公 是 开 集 ， 故 

有 8>0 使 p+5EG 及 p+8<b 
因此 p+8E， 并 有 %p 二 8E 4。 但 这 和 p 二 sup{4 1 [e, 到 } 
的 定义 相 矛 盾 的 ， 因 此 p 攻 4。 

另 一 方面 ， 假 设 pEB= 娟 间 瑟 ， 刚 转 别 有 2E 吾 ， 因 如 

是 开 案 ， 故 
有 6*>0 使 [p86*, 9]C 且 及 a<p-8* 
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因此 [2 一 8#，2]C 思 ,所 以 [9 一 3 的 所 了 B。 从 而 ，[Z 一 3 
下 站 4 一 他 。 但 这 就 是 说 ?一 说 是 4 从 [4; 玖 的 一 个 上 确 界 ， 
然而 这 是 不 可 能 的 因为 p=sup{4 站 [9, 要 js 所 以 pe, 而 
这 和 pE 加 的 假设 是 矛盾 的 。 

所 以 吾 是 连通 前 。 

13. 求证 《 见 例 4.1)， 设 7 一 [0, 1]， 又 设 刀 I>I 是 
连续 和 通 数 ， 则 有 %EI 使 f(p) 一 Pp。 
解 : 若 了 0)=06 或 f(D)=1， 则 定 
4 奥 成 立 。 故 可 设 1(0)>0 及 f(D<1。 

现 因 了 连续， 故 册 

P(e)= 0, f(2)) 

* 定义 的 函数 了，I->R: 的 图 象 也 是 连续 

的 。 

令 G= (Ge WD: SC BH= (2 Ys} 则 《0 
了 (0)》EGU, 了 (1)》E 日 。 因此， 车 FL] 不 含有 对 角 线 ， 

A=1{, WD: w=} =R*\GU BH) 

上 的 点 ， 则 GU 吾 是 FC 九 的 一 个 分 解 。 但 这 与 下 述 事实 矛 
盾 : FL 作为 连通 集 了 的 连续 喘 象 是 连通 的 。 因 此 FLI] 含 
有 一 点 《2, pg》E A， 所 以 f(p)==p。 


分 支 


14. 求证 ， 每 个 分 支吾 都 是 闭 的 。 
解 ， 因 为 连通 ， 故 由 习题 8, 记 是 连通 的 ， 且 户 C， 
但 至 是 一 个 分 支 ， 因 而 是 一 个 极 大 的 连通 集 ， 故 召 一 豆 ， 即 
瑟 是 闭 集 。 
15. 求证 ， 设 pEK， 又 设 ty 二 {44} 是 及 中 含 p 的 连 
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通 集 组 。 此 外 令 Co 一 [44， 则 (Co 是 连通 的 ，( 直 ) 若 才 是 


子 中 会 的 连通 集 ， 则 BCCon 《ii) 0 是 下 中 一 个 极 大 连 
通 集 ， 即 ， 是 一 个 分 支 。 

解 ，(D) 因 每 个 4E fop， 都 含 Pp， 故 PE 门 4,， 因 而 
由 习题 7 可 知 ; Ce 一 U4， 是 连通 的 。 

《ii) 车 8 是 下 中 含 p 的 连通 集 , 则 BE to， 从 而 BC 
Cs=U {A AE Ao} 

(i) 设 CsCD， 其 中 刀 是 连通 集 ， 则 因 pED 故 由 (ii 
有 Dc-0,， 那 就 是 Os= DD， 所 以 D, 是 一 个 分 支 。 

16. 求证 定理 13.9， 政和 的 所 有 的 分 支 构成 了 的 一 个 分 
割 。 节 中 的 任何 连通 集 都 仿 在 某 个 分 支 中 。 

解 : 考察 集 组 多 一 {0s,， PE 及}, 其 中 Cr 是 按 上 一 习题 
所 定义 的 。 易 证 G 由 互 中 所 有 的 分 支 所 组 成 ， 这 是 因为 由 上 
一 习题 已 知 每 个 CoE G 是 一 个 分 支 ; 另 一 方面 ， 若 也 是 一 
个 分 支 ， 则 万 合 世 中 的 某 点 和 ， 所 以 DCOs。， 但 D 是 一 个 
分 支 ， 故 D=0p。。 

现在 来 证 名 是 王 的 一 个 分 割 ， 显 然 = U {05:pE 下}， 
所 以 只 须 证 明 不 同 的 分 支 是 互 斥 的 ， 或 证 明 等 价 说 法 。 车 
Opn O62, 则 0s=0o。 设 a€ 06f106, 则 因 05, Os 都 是 合 
4 点 的 连通 集 ， 故 0s 呈 -0,0,C0。。 但 05, 0 都 是 连通 集 ， 
所 以 0,=04=0。。 

最 后 ， 若 吾 是 了 中 的 非 空 的 连通 集 ， 则 吾 合 五 中 的 某 点 
Bo， 则 由 上 一 习题 互 C0Cs, 列车 召 一刀, 则 瑟 仿 在 每 个 分 支 
中 。 

17。 求证， 若 于 与 了 为 连通 空间 ， 则 入 Xx 了 是 连通 的 ， 
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因此 有 限 个 连通 空间 的 积 基 连通 的 。 

解 ， 设 2 一 《ob 名 >，9 一 人 zs 多 是 忌 X 了 申 任何 二 点 ， 
则 {z}X 了 与 了 同 胚 因此 是 连通 的 ， 同 理 卫 Xx { 角 } 也 是 连 
通 的 。 : 

但 {8m}YX 了 NN 入 xj}=={《%s 9)}， 因 此 {8%}X 了 U 玉 
x {g%} 是 连通 的 。 从 而 2 与 9 属于 相同 的 分 支 但 p94 是 
于 x 了 中 的 任何 两 点 ， 散 全 Xx 了 是 一 个 分 支 ， 所 以 是 连通 
的 。 

18. 求证 定理 13,10， 连 适 空 间 的 积 是 连通 的 ， 踊 ， 连 
通 性 是 一 个 积 不 变性 。 

解 ， 设 {了 ,: 6 寻 是 一 能 连通 空间 ， 又 设 下 一 开 [为 
积 空间 。 另 外 设 9 一 Cai: 5E 力 E 又 设 如 C 及 是 省 p 的 
和 分支， 我 们 来 证 明 ， 革 中 的 每 点 “一 Co iE 力 莉 属 于 召 的 
闭 包 , 因 而 也 就 属于 如 (因由 第 14 题 ， 斩 是 俩 的 )。 为 此 , 令 

G=ITI{ i 为 食 %E 了 的 
一 个 基 开 集 ， 由 于 ， 

吾 =- II{{ej: i XX …X 龙 ,。 同 胚 手 
下 ,X… XX,,， 从 丽 是 连通 的 。 另 外 因 pE€ 吾 ， 故 有 是 如 的 
子 集 也 是 食 p 的 分 支 ( 因 万 是 全 ?的 分 支 ， 和 而 瑟 是 舍 P 的 连 
通 集 )， 间 @f 吾 是 非 空 的 ， 故 父 洁 百 中 的 点 , 从 而 wE 再 一 
如 ， 这 说 明 忆 是 一 个 分 支 因 列 是 连带 的 。 


又 连 通 集 
19. 设 户 了 > 卫 是 且 中 的 任 一 道上 路， 求证: f 的 值 域 
开 卫 是 连通 的 。 
解 ， 因 TI= [0, 11 是 连通 的 ，f 又 是 连续 的 ， 故 由 定理 
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13,5, 大门 是 连通 的 。 
20- 弧 连 通 亿 的 连续 映 象 是 弧 连 通 的 。 
解 ， 设 Bc= 工 是 弧 连通 集 , 并 设 户 中 ~ 了 是 连续 函数 ， 
我 们 喜 证 所 台 ] 是 弧 连 通 集 。 
为 此 ， 设 2 &E 所 瑟 ]， 则 有 p*,，9*E 和 加 使 了 2p*) 一 Pp 及 
沁 gs) 一 9， 但 吾 是 弧 连 通 的 ， 故 
有 一 条 道路 9: 1 了 > 了 ,使 9(0)==p*, g(1) 二 q* 
及 gLIcB, 
困 连 绪 函 数 的 复合 是 巡 续 画 数 ， 故 jg: I-> 了 是 连续 的 ， 
而 县 有 
f°g(0)=f(p*) 一 了 
fg DH) 4 
| 
由 此 可 知 雹 五 j 是 弧 连通 的 。 
21. 求证 定理 13.12， 弧 连通 集 和 4 是 连通 的 。 
解 ， 没 上 4 为 续 连 通 集 。 若 和 4 为 空 案 ， 则 4 为 过 通 。 设 4 
为 非 空 案 ， 艾 如 说 PE 4， 则 因 万 弧 连 通 ， 故 对 每 个 4€ 4， 
有 道路 志 ， 了 ->4 把 2 与 5 联结 起 来 ， 其 次 ， 因 
SE 疡 [Tc-4 故 A=U {fl], o€ 4} 
但 对 于 每 个 5E4 来 说 ， 均 有 2E 灰 [IT 因此 {fC 了， 
aE 4} 其 非 空 的 ， 此 外 (由 习题 7) 因 每 个 有 [站 连通 ， 4 
是 连通 的 。 
22。 求 证 ， 设 .2 为 下 中 的 一 组 弧 连 遂 集 ， 并 设 它 们 的 
交 非 室 ， 则 B= U{14: 4E .cx} 是 弧 连 通 的 。 
解 : 设 a, 2EB3， 则 
有 4w 如 E2 使 得 4€ A, bE 4,。 
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现在 sz 有 一 非 空 的 交 , 辟 如 说 PE1T{4:， 4E2], 巾 2E 4。， 
并 因 4。 弧 连 通 故 有 一 条 道路 户 工 >4ucB 把 a 与 9 联结 起 
来 。 同 理 ， 有 道路 9g，I>4oG-B 把 ?与 5 联结 起 来 。 而 (由 
例 7.3 ) 这 两 条 道路 衔接 成 一 条 含 在 吾 内 由 5 到 3 的 道 路 ， 
因此 召 是 弧 连 道 的 。 
23、 求 证 ， 平 而 RR* 工 的 一 个 开国 闪 是 缴 连 通 的 。 ， 

解 : 设 2 一 (qi 01) ,9 二 《qs 5. ED。 则 由 下 式 
FDO=0 ti 0), b+tidd,—b.)> 
定义 的 函数 f: 了 > 尽 : 是 含 在 刀 内 的 一 条 从 纪 到 ?的 道路 (从 
几何 上 看 ， 玫 站 是 联结 宛 与 9 的 直线 段 )。 因 此 刀 赴 弧 连 通 

的 。 

24. 求证 定理 13.13: 设 吾 为 平面 Rz 上 一 个 非 空 的 开 
连通 集 ， 则 吾 是 弧 连通 的 。 

解 : 证 法 一 设 DE 忻 ， 并 设 他 为 五 中 可 以 用 .五 中 的 道 
路 和 Pp 联结 起 来 的 那些 点 所 成 的 集 ， 可 以 证 明 避 是 开 的 。 

为 此 ， 令 gE€GcB， 风 因 及 是 开 集 , 故 有 以 4 为 中 心 的 
开盘 DD 使 YE DC 吾 ， 但 刀 帮 弧 连 通 的 ， 故 开盘 忆 内 每 点 z 痢 
可 以 和 4 相 联 结 , -从 而 也 河 以 各 Dp 祖 联结， 这 说 明 卫 中 生 点 
都 可 以 和 允 点 相 联结 ， 所 以 gE.D 忆 9, 训 Gf 是 开 集 。 

现 设 召 = 卫 \G， 并 召 是 吾 中 不 能 用 召 中 的 道路 和 ?入 
联结 的 点 全 体 ， 我 们 可 以 证 明 吾 是 开 集 。 “ 

为 此 ， 设 9*E 吾 CC 如。 因 卫 是 开 集 ， 故 有 雇 9* 为 中心 
的 开盘 De， 使 ge E DecC- 吾 。 因 De 是 驮 连通 的 ,每 个 ED* 
不 可 能 用 在 召 中 的 一 条 道路 与 2? 相 联结 ， 让 We Dr 
因此 五 是 开 集 。 

但 吾 是 连 道 集 ， 故 思 不 可 能 是 闪 个 非 空 扩 江 集 之 并 。 则 
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如 = 所 ， 世 以 书 G9 是 骤 连 通 的 。 

证 法 二 ， 因 加 是 开 集 ， 帮 召 是 开盘 组 之 并 。 但 百 是 连通 
的 ， 故 由 习题 11， 对 于 马 内 任何 两 点 2 与 9 来 说 , 有 加 中 的 
开盘 8，…， Sm 存在 ， 它 们 形成 一 条 联结 2 与 4 的 简单 链 ， 
设 4 为 品 的 中 心 ， 并 设 2E8Sin Sisi 则 由 ?点 到 9 然后 
到 有 外 ， 再 到 %., 5b;,… 最 后 到 4 的 那 条 折线 是 含 在 上 述 几 个 
江 巷 放 并 内 ， 因 而 是 售 在 轧 中 ， 这 就 证 明了 轧 是 驱 连 通 的 。 


党 全 不 连通 空间 

,25， 设 加 为 拓扑 空间 ， 若 对 于 下 中 的 任何 两 点 2 9， 有 
的 个 分 解 人 UH 存在 ,使 得 pEQ 而 9& 理 , 则 及 称 为 
完全 不 连通 (totally disconnected) 的 空间 。 求 证, 实 直线 民 
赋 以 由 一 切 左 开 右 闭 区 间 (&, 妇 所 产生 的 拓扑 时 是 完全 不 连 
通 的 。 

解 : 设 p, 9ER, 辟 如 说 p<9, 则 G 一 (一 coy 9] 与 和 = 
《2 so) 是 互 斥 的 开 集 ， .它们 的 并 是 尽 ， 就 是 说 GU 五 是 民 
的 一 个 分 解 。 但 是 EG, 9€ 及 ， 因 此 (R, r) 是 完全 不 过 通 

26。 求证， 有 理 数 集 Q 赋 以 通常 相对 拓扑 时 是 完全 不 
连通 的 。 
， 起 : 设 2 9EQ， 名 如 说 p< 则 有 无 理 数 a 使 p<e 
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<9， SG-{s€EQ, rceo}, H={2€EQ, r>a}, 则 GUH 
是 由 的 一 个 分 解 ， 而 且 2E 杂 及 9E 已 , 因此 Q 是 完全 不 连 
通 的 。 

27. 求证 ， 完 全 不 连通 空间 站 的 分 支 是 不 的 单元 素 集 。 

解 ， 设 吾 是 眉 的 一 个 分 支 ， 并 设 p, 9E 吾 ,同时 2 二 9。 
因 累 完全 不 连通 ， 故 有 及 的 分 解 @8U 瑟 存在 使 PEG 及 
4E 吾 。 由 此 可 得 :加 几 全 与 吾 人 | 旦 非 空 ， 从 丽 好 U 召 是 至 
的 一 个 分 解 ， 但 这 和 五 是 一 个 分 支 从 而 是 连通 的 假设 互相 了 蔬 
盾 的 ， 这 说 明 如 食 有 两 个 不 同 的 点 是 不 可 能 的 ， 亦 即 吾 恰好 
只 含 一 个 点 。 


局 部 连通 空间 


28. 求证 : 设 召 是 局 部 连通 空间 互 的 一 个 分 支 ， 则 是 
开 集 。 

解 ， 设 PE 召 ， 因 六 局 部 连通 ， 故 少 至 少 属于 一 个 开 连 
通 集 Gs。 但 刀 是 食 p 的 分 支 ， 故 

?PERSE 从 而 B= {0,: PE EB} 
故 召 作为 开 集 之 并 是 开 集 。 

29. 求证 若 忆 与 了 了 是 局 部 连通 的 , 则 入 X 了 也是 局 部 连 
通 的 。 

解 ， 注意 ， 忆 为 局 部 连通 ， 当 且 仅 当 它 有 由 连通 集 构成 
的 基 妥 。 同 理 ， 了 有 由 连通 集 组 构成 的 基 字 *。 但 苹 X 了 
是 有 限 积 ， 故 

{GxH: GE 2, HE B*} 
是 积 空间 及 XY 了 的 基 ， 由 于 G, 召 是 连通 集 ， 所 以 他 x 召 是 
连通 的 ， 换 句 话说， 和 XY 有 由 连通 集 构成 的 基 ， 故 互 x 卫 
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是 局 部 连通 的 。 

30， 设 {了 X,} 是 一 能 连通 的 又 是 局 部 连通 的 空间 ， 则 积 
空间 卫 二 JI 了 ,也 是 局 部 连通 的 。 

解 ， 设 GF 是 及 中 含 p 一 《we iEI》E 玉 的 开 集 ， 则 定义 
基 中 有 一 个 元 素 

B=G, xXx, XIX th 上 
使 PE BCG， 从 而 su E Go， 而 由 于 每 个 坐标 空间 都 是 局 部 
连通 的 ， 因 此 有 连通 的 开 子 集 吾 。 王 时 w 合 
on € HC os tn E He ECG, 
令 
H=H, XxH, XI dhs, in} 
内 于 每 个 了 , 是 连通 的 ， 每 个 卫 ,, 也 是 连通 的 ， 所 以 吾 也 是 
连通 的 。 另 外 ， 吾 是 开 的 ， 且 PE 吾 CBC-G, 从 而 互 是 局 部 
连通 的 。 
补充 习题 

连通 空间 

31, 求证 若 ( 互 ， 5) 是 连通 的 ，t*r， 则 《,， 说 ) 也 是 
连通 的 。 

32， 求证 车 ( 卫 , 切 是 不 连通 的 ，T5re 则 ( 王 , *) 也 是 
不 连通 的 。 

33， 求 证 每 一 全 不 可 分 空间 是 连通 的 。 

34。 用 反例 说 再 连通 性 不 是 一 个 遗传 性 质 。 

35， 求 证: 若 41, 4,,… 是 使 4 与 4,, 4 与 4,, … 等 
每 相 邻 两 个 都 不 是 分 离 的 连通 集 序 列 ， 则 4,U 4,U… 是 连 
通 的 。 
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下 求证 ， 设 加 是 含有 多 于 一 个 元 素 的 名 -空间 的 一 个 
连通 子 集 ， 则 且 是 无 限 集 。 

37， 求证， 一 个 拓扑 空 间 也 是 连通 的 ， 当 县 仅 当 子 的 每 
一 非 空 真 子 集 有 一 个 非 空 拇 边界 。 


分 支 


38， 求 离散 空间 的 各 个 分 支 。 

39， 求 有 限 余 空间 的 各 个 分 支 。 

40， 求 证 任 一 对 分 支 是 分 离 的 。 

41， 求证， 车 且 有 有 限 个 分 支 ， 则 每 一 分 文 既 并 又 闭 


42， 求证， 车 如 是 了 的 既 开 又 闲 的 非 空 连通 子 集 ， 则 召 
是 一 个 分 支 。 : 
43. 求证 , 设 加 是 了 的 一 个 分 支 ， 又 设 庆 互 -> 三 是 茵 
续 的 ， 则 廊下 本 是 筷 的 一 些 分 支 的 并 。 
44. 求证 : 设 了 是 一 个 紧 臻 空间。 车 子 的 分 支 是 开 的 ， 
则 它们 只 有 有 限 个 。 > 


绝 连 通 集 
45. 求证 不 可 分 空间 是 驱 连 通 的 。 
46. 求证 : 也 的 骤 连 通 分 支 组 成 也 的 一 个 分 割 。- .… 、 
47， 求 证 ， 工 的 每 一 分 支 被 红 连 通 分 支 所 分 制 。 
条 .日 . 
妇 。 求 证 一 个 不 可 分 空间 是 单 连 通 的 。 . + ，. 加 
49. 求证 完全 不 连通 空间 是 Hausdorff 的 。 本 
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50. 求证 ， 设 人 是 局 部 连通 空间 监 的 一 个 开 子 集 ， 则 人 G 
是 局 部 连通 的 。 

51. 设 4 一 {4, 引 是 离散 的 ， 又 设 I=[0, 1>， 求 证 各 
空间 站 = 末 {4,。，4i= .4 iE 卫 不 是 局 部 连通 的 。 因 而 局 部 
连通 性 不 是 积 不 变 的 。 

52。 求证 “ 单 连 通 的 ”是 一 个 拓扑 性 质 。 

53， 求 证 ， 设 邯 是 局 部 连通 的 ， 赎 是 连通 的 ， 当 旦 仅 
当 存 在 一 个 联结 卫 中 每 一 对 点 的 送 通 集 的 简单 链 。 
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第 十 四 章 ”完备 度量 空间 


Cauchy 序 列 (Cauchy sequences) 


设 六 是 度量 空间 ，《wi，%s，…》 是 互 中 的 一 个 序列， 车 
对 任何 s>0， 
有 mEN 使 当 n, m>m=>d(@,, an)<e 
则 称 《qx) 为 一 个 Cauchy 序列 (Cauchy sequence)。 
因此 ， 在 节 是 赋 范 空间 情况 下 ，<aw》 若 满足 : 对 任何 
€>0, 
有 mEN 使 当 mw mm=>lc 一 col<e 
则 称 《av> 为 一 个 Cauchy 序列 。 
例 1.1 设 《ony 是 收效 序列 ! 譬如 说 mn->p。 则 《an 必 
是 Cauchy 序列 ， 因 为 对 任何 e>>0 
有 mE 有 NN 全 当 nm 一 da Pp)<1e。 
因此 ， 由 三 角 不 等 式 得 
1 mm dg En) SAG, P) 十 本 (gm 人 9》 


< 


换 向 话说 ，《qn》 是 Cauchy 序列 。 
例 1.1 的 结果 可 叙述 成 下 列 命题 。 
命题 14.1 每 个 度量 空间 中 的 收敛 序列 是 Cauchy 序列 。 
命题 14.1 的 逆 命 题 是 不 成 立 的 ， 从 以 下 例子 看 出 。 
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例 1.2 设 总 一 (0,j) 防 以 通常 度量 ， 则 
1 


是 已 中 的 Cauchy 序列 ， 但 在 尽 中 不 妆 北 。 
例 1.3 设 @ 是 集 尽 上 的 平凡 度量 ， 又 设 《0s) 是 (人 ,2) 
内 的 Cauchy 序列 。 注 意 有 用 公式 


0 车 4=6 
a = 
<&, 6) { 1 基 aab 


来 定义 。 设 E= 二 财 国 为 《en 是 Cauchy 序列 ， 有 mEN 
使 当 
my Mm tm) < dn 

接 自 话说 ，《Qn》 取 形式 人 61， B49 Cnoy Ps YD，…)， 妈 从 
薪 项 开始 为 常数 。 

例 1.4 设 人 Pi， Ps，…) 是 到 维 欧 民 空间 R" 的 一 个 
Cauchy 序 刚 7 忌 如 说 : 

= (6D, oY), p=, ,0 

《Poy mm 人 生字 站务 一 人 六 即 

af , af, eh, 2, a, gm ago ，，…》 (1) 
对 于 给 定 的 8 这 0， 它们 都 是 民 内 的 Cauchy 序列 。 因 《2 是 
Cauchy 序列 ， 故 有 mmE 隆 使 雪 

Ts SRA pr Pe) | — D+ 

+ lof ~ ce: 


因此 特别 有 
1 8 > | etd — gt]: es, 
zf ebm |2 ce? 


所 向 话说 ， 《1 中公 个 序列 的 每 一 个 都 是 Caushy 序列 。 
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完备 度量 空间 (Compiete metric spaces) 


定义 ”度量 空间 ( 久 , 8) 称 为 完备 的 (complete) 是 指 且 中 的 任 
一 Cauchy 序列 《es> 都 收 伍 于 及 中 的 某 一 点 2。 
“ 例 2.1 由 Cauchy 收效 定理 知 ， 实 直上 绒 只 赋 以 通常 度 
量 时 是 一 个 完备 度 草 空间。 ~ 
例 2.2 设 @ 为 集 且 上 的 平凡 度量 。 则 《 见 例 1.3) 及 中 
一 个 序列 an》 是 Cauchy 序列 ， 当 且 仅 当 它 取 形 式 人 Ziy ga， 
oo PD， 2 2 …》， 显 热 它 收效 于 多 E 龙 。 所 以 平凡 度量 
空间 是 完备 的 。 
例 2.3 单位 开 区 间 发 一 (0,，1) 屿 以 通常 度 章 时 是 不 完 
各 的 。 因 为 《 见 例 1.2) 闷 中 的 序列 
1 1 1 
人 全， 下 于 oy 
是 Cauchy 序列 但 是 不 收效 于 下 内 的 点 。 : 
注意 例 2.1 和 例 2.3 说明 完备 性 (completenessy 不 是 一 种 
拓扑 性 质 ， 民 与 (0, 1) 最 然 同 胚 ， 但 及 完备 而 (0, 1) 
则 不 完备 。 
“ 例 2.4 wi 维 欧 氏 空 间 和 R" 是 党 各 的。 因为， 设 《gi 
Bes……》 是 RR" 内 Cauchy 序列 ， 其 中 
P= Gs 
入 = (a 
则 ( 见 倍 ,4 》C%s> 到 各个 坐标 空间 内 的 射 束 都 是 Cauchy 全 
列 ! 并 且 国 为 民 是 完备 的 ， 它 们 者 收效 : 
《ef QD Ds ey af, 0 bn 
对 是 《pw》 站 化 于 点 9 王公 ，…, Bm) ER"m， 因 为 m 个 射影 中 
的 每 一 个 收 仇 于 暮 的 射影 ( 见 定 更 18.7) 5 5; 
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闭 集 套 原 理 (Principfe of nested ciosed sets}) 


注意 ， 

《1) 度量 空间 肝 中 予 集 4 的 直径 下 4) 是 指 : 
oA)—sup{dtla, or) 4, a € A}, 

(2)》 集 列 4,，4,, … 称 为 一 个 集 套 是 指 : 


如 下 机 
下 面 的 定理 给 出 完备 度量 空间 的 一 个 等 征 ， 它 和 实 直 线 
上 的 区 间 套 定理 相似 。 


定理 14.2 上 度量 空间 及 为 完备 的 ， 当 且 仅 当 任何 非 空 闭 集 
套 只 豆 是 这 旦 集 的 直 色 趋 于 零 都 有 非 空 的 交 。 
换 句 话说， 岩 因 空间 辽 为 完备 的 ， 当 且 仅 当 若 
4.D4.D.… 
为 与 中 的 非 空 闻 案 套 ， 且 Jimd(4 一 0, 则 站 4s 纪 。 
下 面 二 例 说 明 。 在 定理 14.2 中 条 件 ma(4) =0 及 
都 是 闭 集 ， 两 者 都 蚌 不 可 少 的 。 
例 3.1 设 及 为 实 直 线 尽 又 设 4 一 Fn， co) 五 是 完 
务 的 ， 汪 也 新闻 ， 并 且 十 二 4。 但 站 4 一 好。 原因 果 
lmd( 4,) 0 


例 8.2 设 脏 为 实 喜 线 尽 ， 又 设 4, 一 (0, 1/n]， 则 及 完 
备 ， 4 二 4 二 … 并 有 lim 9(4,) 一 0。 但 


人 4 一 色 ， 


Nl 


原 四 是 4 不 半 。 
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完备 性 与 压 粮 映照 (Compieteness and contrac- 

ting mappings) 

设 了 为 度 擂 空间 ， 已 给 函数 产 五 > 卫 ， 若 有 实数 4 存 
在 ，0 委 as<1， 合 得 对 任何 jp, 9€ 居 有 : 

GCCD)y， Fg Eady, gp, 9) 

则 此 函数 f， 关 > 下 称 为 一 个 于 第 映照 (contracting map- 
Ping)。 

主 是 在 压缩 映照 中 ， 任 何 两 点 的 映 象 之 间 的 距离 小 于 两 
点 之 条 的 距离 。 

例 4.1 设 了 是 二 维 欧 氏 空间 本 : 上 的 一 个 画 数 ， 即 
后 Re>Re， 它 由 分 懂 J(D) 一 下 图 定义 。 列 了 是 压缩 现 
照 ， 因 

AD), Fg) Cp) DN = 


一 上 1p 一 中 = 革 
一 于 人 一 时 gp 9)。 


当 盛 为 完备 度量 空间 时 ， 有 下 面 
的 “不 动 点 ”定理 。 它 在 分 析 学 中 有 Pp 
许多 应 用 。 ft 
定理 14.8 设 f 为 完备 度量 空间 及 上 
的 一 个 压 负 映 照 ， 则 有 唯一 的 3) 
PEX， 使 Pp) 一 p。 


完备 化 (Completions》 


度量 空间 习 * 称 为 是 度量 空间 六 的 一 个 完备 化 是 指 : 
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XX* 是 完备 的 ， 并 甘 轧 等 距 于 (isometric to) X* 的 一 个 稠密 
子 集 。 

例 5.1 实 履 集 民 是 有 理 数 集 Q 的 一 个 完 各 化 ， 因 为 
民 是 完备 的 并 且 QQ 是 民 的 一 个 机 窗 子 集 。 

珊 在 我 们 提出 将 任何 度量 空间 下 完备 化 的 一 个 具体 广 
法 。 

令 OL[X] 表示 总 中 一 切 Cauchy 序列 所 成 的 簇 ， 并 令 ~ 
为 CTZ] 申 的 一 种 关系 ， 其 定义 如 下 : 

(oO 一 全》 i limd(gs, 5 一 0 


意思 就 是 说 ， 我 们 用 “~ 人 ”把 那些 “应 当 ” 有 相同 “极限 ”的 
Cauchy 序列 看 成 是 等 同 的 。 
引 理 14.4 ”关系 ~ 是 CLX] 中 的 一 种 等 价 关系 。 
现在 令 X* 表示 商 集 CF[ZE]/ 一 ， 即 已 * 由 CI] 中 
Cauchy 序列 《zy 的 等 价 类 [Lao] 所 组 成 。 设 。 是 由 公式 
e{[an) 3, EC D) =Him da, 如 
定义 的 一 个 函数 ， 其 中 [《8a)], [ C64》]€ 总 *。 
引 理 14.5 函数 。 的 定义 是 合理 的 (wel-defined) 好 ， 若 
Kay ~ (an) 《D2~《02)， 则 
limd(@n 6) =lim la?, bs) 
换 旬 话说 ，e 的 值 不 依赖 于 等 价 类 中 的 代表 元 素 Cauchy 
序列 的 选择 ， 另 外 ， 有 ， 
引 理 14.6 函数 。 是 系 * 上 的 一 种 度量 。 
现在 , 对 每 个 gE 下 来 说 ,序列 《pp, p,…》ECEXI， 
即 是 Cauchy 序列 。 令 
全 =[《ps p，…)] 及 全 ={B，PE 及 } 
一 8Bf 一 


则 于是 Xe 的 一 个 子 集 。 
引 理 14.7 了 芝 等 距 于 喝 ， 且 倪 在 X* 中 稠密 。 
引 理 14.8 XX* 中 的 任何 Cauchy 序列 都 是 收敛 的 ， 因 此 立 9 
是 开 的 一 个 完备 化 。 
最 后 我 们 有 
引 理 14.9 若 7* 也 是 下 的 一 个 完备 化 , 则 了 * 与 蔗 * 等 距 。 
把 以 上 诸 引 更 综合 起 来 就 得 到 以 下 的 基本 定理 ; 
定理 14.10 任何 度量 空间 了 都 可 以 完备 化 ， 节 的 所 有 有 的 完 
备 化 都 是 互相 等 距 的 。 
换 名 话说， 除了 相差 一 个 等 虐 映 照 外 ， 任 何 度量 空间 有 
唯一 的 完备 化 。 


Baire 纲 定 理 (Baire's cadegory theorem) 


注意 ， 拓扑 空 间 互 中 的 予 集 4 称 为 在 并 中 无 处 稠密 ， 

(nowhere dense)， 是 指 4 的 闭 包 的 内 集 是 空 集 ， 
int( A)= 一 好 。 

例 8. 1 整数 集 工 是 实 直线 RR 的 无 处 稠密 子 集 。 因 之 

是 闭 的 ， 即 也 一 瑟 ， 并 且 它 的 内 蘑 是 空 集 ， 因 此 
‘int(Z) =int(Z)=G, 

类 似 地 ， 民 中 的 任何 寡 限 子 集 都 在 尽 内 无 处 稠密 。 

另 一 方面 ， 有 理 数 集 @@ 在 良 内 不 是 无 处 租 密 的 ， 因 日 
的 闭 包 是 民 ， 因 而 

itG)-int(RJ-RA 他 。 

一 个 拓扑 容 间 马车 是 它 的 可 数 个 无 处 称 密 子 集 之 并 ， 则 
称 为 是 第 一 网 的 ( first category ) 拓扑 空间 (或 务 芍 的 
(meager, thin)。 若 及 不 是 第 一 网 的 ， 就 称 为 是 第 二 纲 的 
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{second category)( 或 浓密 的 } (non-tneager, thick)。 
例 5.2 有 理 数 集 @@ 是 第 一 蒋 的 ， 因 为 @@ 中 每 个 单元 
素 集 {2} 都 在 怠 内 无 处 稠密 ， 而 人 @ 是 可 数 个 单元 素 集 之 并 。 
鉴于 下 述 Baire 纲 定理 实 直 线 民 是 第 二 纲 的 。 
定理 14.11 (Baire) 任何 完备 度量 空间 五 都 是 第 二 纲 的 。 


完备 与 致密 (Completeness and compactness) 


设 4 为 度量 空间 斑 中 的 一 个 子 集 ， 则 4 紧 致 ， 当 且 仅 当 
4 列 紧 ， 而 所 谓 列 紧 是 指 ，4 中 的 任何 序列 (as 必 有 一 收 
化 的 子 序列 key 。 但 击 例 1.1, 《i,》 是 一 个 Cauchy 序列 。 
因此 完备 性 概念 同 紧 致 性 概念 以 及 与 紧 致 性 概念 密切 相关 的 
完全 有 界 性 概念 之 间 应 当 有 一 定 的 关系 。 
我 们 仍 述 两 个 这 禅 的 关系 
定理 14.12 谋生 空间 为 紧 臻 ， 当 且 仅 当 它 是 完备 且 完 全 
有 界 的 。 
定理 14.18 ” 设 叉 为 完备 度量 空间 。 则 4CX 为 紧 致 ， 当 且 
仅 当 它 是 闭 且 完全 有 田 的 。 


实数 集 的 构造 (Construction of the real num- 


bers) ， 


实数 集 可 以 由 有 理 数 集 出 发 利用 本 章 叙 述 的 方法 米 社 
造 。 特 别 是 ， 设 Q 是 有 理 数 集 ， 又 设 民 是 @@ 内 Cauchy 序 
列 的 等 价 类 鳞 ， 
RtCkaw》]，kaw) 是 QQ 内 的 Cauchy 序列 上 
现在 民 配 上 适当 的 度量 就 是 一 个 完备 度量 空间 。 
注意 设 有 是 一 个 赋 范 向 量 空 间 ， 则 鼎 本 章 所 说 的 完备 化 步 
一 8958 一 


通 可 得 一 完备 度量 空间 太 * 。 然 后 在 区 中 用 下 列 式 
子 定义 向 量 加 法 、 数 乘法 、 范 数 ， 
(1) [ao 十 [GD03 王 [ou 二 8?]。 
(CD 
CHD) Treo 一 amlenl。 


便 得 到 一 个 完备 的 赋 范 向 量 空间 , 它 称 为 一 个 
Banach 空间 。 


Cauchy 序列 


1. 求证 度 蚊 空间 卫 中 往 何 Cauchy 序列 《cu 都 是 完全 有 
界 的 《因此 也 是 有 界 的 )。 
解 ， 设 >0， 我 们 要 证 存在 将 {4n} 分 残 有 限 个 集 的 一 
种 分 解 ， 使 这 有 限 个 集中 每 一 个 直径 都 小 于 s。 半 为 《ao 是 
一 个 Cauchy 序列 , -所 以 有 mE N。 使 得 - 
多 MPG Cn) CE 
从 而 ， 如 一 {ano+ mo+2，"…} 的 直径 最 大 为 e。 于 是 {2}，…， 
{gao}， BB 是 将 {9s} 分 成 腿 个 集 的 一 种 分 角 ， 其 中 等 个 集 
的 直径 小 于 e， 因 而 {4。} 是 完全 有 界 的 。 
2、 设 (si， ws …》 为 度量 空间 发 中 的 一 个 序列 ， 念 
本 一 人 gm jy dt, gay oy 
As= {gs ai 
求证 ，《an) 为 Cauchy 序列 ， 当 且 仅 当 4, 的 直径 趋 于 零 , 即 
limad( A,)=0。 


和 解 。 假 设 《a 是 一 个 Cauchy 序列 。 设 s>0， 出 
一 534 一 


有 mEN 使 得 n,m>m 一 >d(an, an)<e 

从 而 ，n>>m 一 >&4)<e 因而 limd(A,)=0 。 

另 一 方面 ， 假设 limd( 4,)==0。 设 s>0, 则 

有 mEN 使 得 8(4,,t)<e， 

因此 > mn Edd Gm) <E , 
因而 (an) Cauchy 序列 。 

3。 设 《a, 84…) 是 卫 中 的 Cauchy 序列 《ays at， …> 
为 《ow 前 一 个 子 列 ， 求 证 limd(a,, au) 一 0。 

解 ， 设 e>0。 因 ks 是 Cauchy 序列 ， 故 

有 mEN 使 得 mw mm 一 1 一 >d(eco cn)<e 
现在 各 关 mo>m 一 因此 Gen， ao)<e。 煌 多 话说 
limd(a,, eu) 一 0。 

4， 设 《ob wo，…7 为 下 中 的 Cauchy 序列， 又 设 ai 
ai …》 为 《aw》 的 一 个 收 敏 于 BE 的 子 列 。 求证，kan)》 也 
收敛 子 p。 

解 ， 由 三 角 不 等 式 , a(as, 2)<G(an ea) 十 ga 0) 
因此 

Hm dl@s, plim dG,, 4) + limd(e,, p) 
因 &6 >2， 故 lim da6,，p)=0， 由 上 一 习题 得 
limd(a,, a )=0, 则 
limd(es, p) 二 0 因而 oo->2。 

5， 设 4， 82， …》 为 度量 空间 了 中 的 一 个 Catehy 序 

列 。《aus gz，…》 为 下 中 的 一 个 序列 ， 使 Mao Bo)< 革 对于 
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每 个 nm 都 成 立 。 、 
(i 》 求 证 《aw> 也 基 也 中 的 一 个 Cauchy 序列 。 
《并 ) 求证 《es? 收敛 于 2E 室 ， 当 且 仅 当 《6 收敛 于 2 
解 ，(D 由 三 角 不 等 式 ; 
damn, an) SA omy Bn) + Bm, bn) + OB Gn) 
设 e>0, 则 有 mEN 使得 二 < 号。 因此 
mn > G0) /B+ Adm, bo) + E13 
自 假设 ， 人 和 ，2?，…》> 是 一 个 Cauchy 序列 ， 因此 
有 mEN 使 得 9, rm>n 一 >d(Dn, Do) >>s/3 
令 m 一 max {ms 7 }， 则 
n, mm (dn 00) Se/3+2/3+ /3=2 
于 是 (esy 是 一 个 Cauchy 序列 。 
《ii) 由 三 角 不 等 式 ， Q(B6,, p) Sd(6,, ao) 十 gz， Pp)! 办 
此 
Hm dd, P) <lim (ws ao) 十 jim dan, p) 


但 是 Hm db ew)<<lim(1/n) 一 0。 因 而 ,车 o>p， 则 
lim dba，p)<<lim 《es p) 一 0， 因 而 《6 也 收敛 于 名 
回 理 ， 若 加 ~ 史 则 an>P。 


完备 空间 


6。 求证 定理 14,2: :下列 命题 是 等 价 的 ，(i) 互 是 完备 
度量 空间 、(ii) 任何 一 列 非 空 的 半 集 套 只 要 它们 的 直 径 趋 
于 零 就 有 一 非 空 的 交 。 

解 ， 划一 > Gi) 的 
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设 4 二 4 … 是 天 的 非 空间 集 套 ， 使 得 2(4,) 一 0。 
我 们 要 证 站 4 二 魏 。 央 为 每 个 4 非 空 ， 我 们 可 以 选 一 个 序 
列 

kar ao …》 使 得 acdyaE4 
我 们 易 证 (au 是 Cauchy 序列 。 设 e>0 因 ling(4.) 一 0, 故 
有 mEN 使 得 9(4,)<e 
但 是 4 是 闭 尝 套 ， 因 此 
ny mn A An A = GnE do 
一 9(qo， en) CE 
于 是 (oo》 是 Cauchy 序列。 

现在 了 是 完 甸 的 ， 因 而 《au》 收敛 于 警 如 说 PE 及 。 易 知 

pE 门 4 。 假设 不 是 这 样 , 即 假设 

有 EN 使 得 PE 
因 4 是 一 个 针 集 ， 故 与 4 之 间 的 距离 不 是 等 ;局 如 说 ， 
ap， 4 二 8>0， 则 如 和 开 球 8=S( 中 18) 是 互 斥 的 。 
因此 : 
nh € hy on 8 (gp, 0) 
而 这 是 不 可 能 的 , 因为 >p。 换 句 话说 ，pE 站 4, 因而 
4 是 非 经 的 。 

(i) = 一 > 0): ， 

设 kas 44 …》 是 及 中 的 Cauchy 序列 ， 我 们 要 证 人 ev) 收 
伍 。 为 此 ， 设 

A tos eh ht qe 
一 857 一 


即 4 一 fa， mn 有 对。 则 4 二 4 刀 二 … 且 由 习题 ?2， 知 
limB(4) 一 0。 


此 外 ， 因 为 中 本 一 @(4)， 其 中 下 为 4 的 闭 包 ， 下 一 下 二 … 
是 直径 趋 于 零 的 非 空 闭 集 序 列 。 因 此 由 假设 ， 门 全 拉 纪 ， 属 
如 说 pE 站 全。 易 证 Cauehy 列 (ou 收敛 子 Po 
设 s>0。 因 lima( 而 一 0， 故 有 
mEN 使 得 d(C,)<e 
因而 n> a PE D> dan, p) < 
换 句 话说， 《an》 收敛 于 p。 
7， 设 有 为 度量 空间 ，f: 蔷 > 卫 为 了 上 的 压缩 映照 ， 寻 
有 aER, 0<a<<1， 使 得 对 于 征 何 2, 9E 肪 ， 都 有 
af (PD), FD Sodp, Wo 
求证 ，j/ 是 连续 的 。 
解 ， 我 们 来 证 在 每 一 点 和 E 互 处 是 连续 的 。 设 
2>0， 则 
az oo)<e 一 >d(FGD) fa)) ads, oo) asce 
因而 了 是 连续 的 。 
8。 求证 定理 14.3， 若 是 完备 度量 空间 及 上 的 压缩 映 
照 : 
(FD), Fb) ad lo, B), Oa<l 
则 有 唯一 的 pE 及 存在 ,使 了 (p) 二 9。 
解 : 设 任 取 一 点 muE 碟 ， 令 . 
Gi= cao， 一 ecD)= 普 co0，…， 
r= fer) = aD), 
一 958 一 


蜡 证 yas …》 是 Cauchy 序列 。 首 先 注意 。 
Rf a), fa) Sadf (go fr (G0)) < 
ad a), oo) 
arTG(ao， Fla) + af le), Fa) +t 
+ (uo), F(a0))] 
但 是 Greyy (60)Soid( 了 (eo), 4o)， 因 而 
df 0, Fa Sd FA), 00) (1 tata: t+. 
+o dead a), oo) El/ (1 ~ 
因为 (1 十 cz 十 @ 十 … 十 orDS1ACL 一 o)。 
现在 设 ce>0， 令 
= ell-9) 营 de， ao) 一 0 
2 一/d(f(a)s m0) 车 a(f(a0) :ao 于 
因 a<1, 故 
有 mEN 使 得 wo<-3 
因此 车 ”>>3>>my 
ec oe) EAT/ A) A Fla), oo) 
< 10) 1 fa), oo) eo 
因而 as》 是 Cauchy 序列 。 
现在 互 是 完备 的 ， 因 而 《9) 收敛 于 譬如 说 2E 生 ， 易 证 
fp)=p， 因 了 是 连续 的 因此 是 序列 连续 的 ， 记 以 
7 一 im 一 im co 一 mw 一 下。 
最 后 ， 我 们 来 证 2 是 唯一 的 。 假 设 7(P) 一 Pp 及 
fF(0)~qgs 
则 Llp, OD)=A 6p), FN) Cad yp, 9) 
但 是 a<i， 因此 人 2p,9)=0， 妇 2 一 和 
-一 808 一 


富 备 化 


9 求证，《kz 一 他 >》， 当 且 仅 当 它们 赔 为 某 一 Cauchy 
学 列 的 子 列 。 
解 ， 假设 人 Go)， 即 im ge 8.) 一 0。ken) 用 


| na 考 为 偶数 

Bear 972 车 为 奇数 

来 定义 。 于 是 《en 一作 ,， 41s 3;， 44，…》。 易 证 《ery 是 Cauchy 
序列 。 因 为 ， 设 e>03 现在 


有 mEN 使 得 my n> 一 dan oo) 一 i 2 
“有 mEN 使 得 my n> 一 4(bn， < 二 : 


有 mEN 使 得 ， n>me>dn, b) < Be 


令 m=max(uy ms ms)。 易 证 ， 
mm, n> 2 d(Cn, Ca) LE 


注意 m>2n 一 二 mm nes 二 (mt 1D)>m, m 
于 是 。 mr, nm 为 偶数 一 >on 一 0jms 
ae Foe 
nm, 为 奇 数 一 人 > oo 一 0 cnso 了 t=by cows 


© Siew, < dece 


作为 俩 数 ，n 为 奇数 一 on 二 43m， ee > 
CCcn， oo) Cde, nD jn) 


二 Gedy 


et js 


因而 《cy 是 Cauchy 序列 。 
反之 , 车 有 Cauchy 序列 (4s), 它 满足 = 《esm) 及 
(bs 《Cin>， 则 
lim bic Dam Mew pi )= [9 


因为 (cy 是 Cauchy 序列 及 n->co 也 就 是 js ,b de 
10. 求证 引 理 14.5: 天 数 。 定 义 是 合理 的 。 即 车 
gn Gs), C0) ~ Bann) ， 由 Jimekao: j= maa,, ? ne 
解 ， 令 一 lim da BW) 及 f=lim desy 及)， 芭 设 
e>0。 ,注意 ， 
any BA) A, oN) HG, be + db 
现在 有 mE 上 使 得 ,n>m 一 >d(qn, 0)<<8/3 
有 mEN 使得 n>n>d(B D3)<e/3 
:有 mEN 使得 n>ps==> dns 可) 一 7 六 818 
有 从而， 车 p>max(niy mt) 出 ， 
(an 5) <rs 十 8 因而 lim de,, Brrre,. 
但 这 个 不 等 式 对 任何 8>0 都 是 成 立 的 ? 因此 r<rew 


用 局 样 方法 我 们 可 证 f#<sr， 因 此 7 一 欠 。 
11， 设 《an) 是 下 中 的 Cauchy 序列 。 求 证 + :a=L0)] 


所 2 是 全 中 的 序列 《6,6is 的 极限 。! ， 
一 8 一 


(这 里 量 一 {@=[p; 2， p，…)J: 2 的 
解 ， 汝 《on》 是 及 中 的 Cauchy 序列 ， 帮 


Tim e(é», 4) = lim (lim @(eny G1)) = lim dan, G1,)==0 
me se ee 


从 而 ，<@,》 >a。 
12- 求证 引 理 14.7， 于 等 耻 于 使 ， 食 在 Zs 中 笛 密 。 
解 。(1) 对 于 每 对 p, 9€ 及 ， 有 ， 
eB,0) =limd(p, D=dp, 9) 


故 盛 等 距 于 多。 

(2)》 为 证 念 在 且 * 中 现 密 ， 只 要 证 Z* 中 任何 一 点 都 是 
全 中 某 一 序列 的 极限 。 设 e= [4a, e:， … 六 是 * 中 的 任何 
一 点 ， 则 《gx 是 并 中 的 Cauchy 序列 ， 因 而 由 上 -- 习题 ， 
“是 全 中 的 序列 《全 。 公 ，…)》 的 极限 。 于 是 全 在 Z* 中 秽 窗 。 

13， 求 证 引 理 14.8， (并 se) 中 的 每 个 Cauchy 序列 都 
收 化 ， 沿 此 ( 玉 *, 。) 是 下 的 一 个 完备 化 。 

解 ， 设 《a1, 02，…) 为 卫 * 中 的 一 个 Cauchy 序列 。 因 为 
全 在 Xe 中 移 密 ， 故 对 每 个 nEN 


有 后 E 令 使得 “Go oo0< 去 


则 由 习题 5, 《1, 后 ，…) 也 是 Cauchy 序列 并 由 习题 12 知 ， 
《2 多，…》 收 敏 于 B=[《a, ws，…)IE ZZ*。 故 由 习题 5 
《ce 也 下 伍 于 8， 因 此 (Xe， e) 是 完备 的 。 

14. 求证 引 理 14.9， 车 了 * 是 环 的 一 个 完备 化 ， 则 了 * 
等 中 于 X*。 

钱 ， 可 以 假定 下 是 了 w 的 一 个 子 空间 。 于 是 ， 对 于 任 一 
PEY*， 存 在 了 中 的 -一 个 序列 kaiy qz …> 收 敏 于 By 特别 
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是 ，《a》 是 一 个 Cauchy 序列 。 令 f， 了 * > 定义 如 下 
2) 一 [aly as 7 
若 卫 中 的 序列 人 cf， c3，…》> 也 收敛 于 2， 出 
Tmad le,, 名 ) 二 0 因而 [oo?] 一 [人 3? 


这 说 明了 定义 是 合理 的 。 

其 次 ， 了 是 到 上 映照 ， 因 车 了 C6,, 8,,…)]E 玉 *， 则 
《81，5.，…》 是 正中 的 一 个 Cauchy 序列 ， 而 互 Ce， 因 了 
是 完备 的 ， 故 人》 收 化 于 辟 如 说 9EY*。 从 而 ， 

了 (9) 一 [4 1 

现在 设 2, 9 EY*， 同 时 璧 如 说 下 中 的 序列 《ew) 与 分 

别 收 全 于 2 与 9， 则 
e(f (PD), f(9) =elL bar)], [O61]) 


=lim da,, b,) 
me 
一 Gilim qn, lim 6,) 
no 


一 人 (2，9)》 
因此 ，f 是 了 * 与 X* 之 间 的 等 距 陕 照 。 


Baire 纲 定理 


15. 设 交 为 下 的 一 个 无 处 稠密 的 子 集 ， 求 证 ,还 在 下 
中 稠密 。 
解 ， 假 设 刺 在 五 中 不 秽 密 ， 即 有 DE 下 及 开 集 G 使 得 
PEG 及 GNW=g 
则 9EGC- 友 因而 pE int(W)， 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 在 下 
中 无 处 再 密 ， 即 int ( 丙 一 忒 。 因 此 天 在 五 中 筒 密 。 
16， 设 G 是 度量 空间 马 的 一 个 并 集 ， 又 讼 办 在 互 内 无 处 
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稠密 。 求 证 ， 有 PE 及 8>0 存在, 使 得 5(p, 3)SG 且 
SCp， 人) 站 六 = 妇 。 
姐 。 令 及 =G 站 瑟 ， 则 及 CG 及 吾 人 为 = 力 。 另 外 ,人 册 : 
G 是 开 集 及 以 在 五 中 稠密 , 放 互 是 非 空 的 , 警 如 说 PpE€ 且 。 
但 因 G# 及 丈 都 是 开 集 ， 故 瑟 是 并 集 。 因此 有 58>0 使 得 
Sl(p, BCH, 因此 8(p, 8) CG 且 8G DN N= | 
17. 求证 引 理 14.11， 完 备 度 量 空间 是 第 二 纲 的 。 oo 
解 ， 设 到 一 民 , 又 设 术 是 第 一 岗 的 。 我 们 要 证 到 半 瑟 ， 
即 ， 有 PE 及 使 P 儿 了 L。 因 为 了 是 第 一 网 的 ， 帮 
M= NU NU. 
其 中 每 个 人 在 及 中 是 无 处 秽 密 的 。 . 
因 如 在 互 中 无 处 稠密 ， 故 有 aiE 瑟 及 3 >>0 使 得 
Sa 30 一 他 。 令 sa 一 53/2， 则 
有 Ca ey) NNN, 一 他 
现在 SCa1, ei) 是 开 的 而 六, 在 瑟 中 无 处 稠密 , 因而 由 习题 16 
知 : 
有 meE 互 及 8>0 使 得 Sesy 3D CBta, eD CBee) 
并 且 Se 82) NN,= 
令 a= ay/2<si/2=8/4 则 和 
Bar ed Bt ame) 及 Nar df N= 
重复 以 上 步骤 ， 得 到 一 列 闭 集 套 
Bas 81) OB gy, so) OB Cas, 3) De 
使 得 对 于 每 个 %EN， 都 有 、 
Bans eo) NN Nag Rh end 2" 
于 是 Im en<tim 81/2" 一 0 因而 由 定理 14.2 知 : ， 
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有 EE 用 使 得 26 站 Bee 
此 外 对 每 个 EN 都 及。 ， 因 而 P 攻 开 。 


实务 作 人 


"18. 求证， 紧 残 度量 空间 下 是 完备 的 。、 
解 ， 设 《41, 6,，…》 是 互 中 的 Cauchy 序 列 ， 则 因 玉 是 
紧 散 的 故 必定 列 紧 ， 因 此 《ay》 愉 舍 一 子 列 《aay aa…》 政策 
囊 和 如 说 力 芽 。 但 是 由 习题 4 《qn) 也 收敛 于 p。 因 此 王 
旦 完备 前 。 
区, 设 召 是 度量 空间 下 的 一 个 完全 有 界 的 子 集 ， 求 证 ; 
态 中 每 个 序列 《gw》 都 含有 Cauchy 子 列 。 

…. 解 : 因 名 完全 有 界 ， 故 可 将 如 分 解 为 有 限 个 直径 小 于 
a 一 1 的 子 集 ， 则 这 些 子 集中 至 少 有 一 个 含有 序列 《a 中 的 
先 限 多 项 ， 把 这 子 集 称 为 4,， 因 此 

有 至 EN 使得 owE 和 4 
| 开 在 入 是 完全 有 站 的 ， 故 又 可 将 4, 分 解 为 有 限 个 直 
和 小 于 aa 去 的 子 集 ， 同 理 ， 这 些 子 集中 又 至 少 有 一 个 , 称 
之 为 4,， 它 会 有 序列 as》 的 无 限 多 项 ， 因 此 | 
有 如 EN 使 得 和 >i 及 4%,E 4 
另外 4,CC41。 
重复 上 述 推理 过 程 ， 得 到 一 列 集 套 
oA 二 4 汪 … 同时 @(4J)<1An 
及 《qu 的 一 个 子 序列 4auy 9s…)， 其 中 au E41。 易 证 
《au ) 是 一 个 Cauchy 序列 。 因 为 设 =>0, 则 ， 
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有 mEN 使 得 -二 <e 因而 (hi)<e 


因此 加 知人 > 各 一 学 on GE An > ds 0 ) Es 

20， 求证 定理 14.12: 度量 空间 XX 为 紧 致 ， 当 且 仅 当下 
是 完备 的 和 完全 有 界 的 。 

解 ， 假 设 全 是 紧 致 的 ， 则 由 习题 18, 耻 是 完备 的 ， 又 由 
引 理 11.17 知 ， 互 是 完全 有 界 的 。 

另 一 方面 ， 假 设 玉 是 完备 的 和 完全 有 界 的 。 设 (sp 
Gay …> 是 一 中 的 一 个 序列 , 则 由 上 一 习题 ，《asy 含 有 Cauchy 
子 列 《auw>， 又 因 互 完备 ， 故 《cs ?在 互 中 收敛 。 于 是 于 是 列 
紧 的 因而 是 紧 致 的 。 

21. 求证 定理 14.13， 设 4 是 完备 度量 空间 及 的 一 个 子 
集 ， 则 下 列 命题 等 价 ，(iD 4 是 紧 致 的 ，(ii) 4 是 闭 的 问 时 
又 是 完全 有 界 的 。 

解 ，(i) ==> (ii)， 若 作为 紧 致 ， 则 由 定理 11.5 及 引 悍 
11.17，44 是 闭 和 完全 有 界 的 。 

人 一 > 刷 ， 反之 ， 候 设 4 是 闭 且 完全 有 界 的 ， 则 因 完 
备 空间 中 的 闭 集 是 完备 的 ， 故 4 是 完备 且 完 全 有 办 的 ， 因 此 
由 上 一 习题 ，4 是 紧 致 的 。 


补充 习 题 


完备 度量 空间 


22. 设 ( 下 , 中 是 一 个 度量 空间 ， 又 设 。 是 由 
el(g, 5b)=min{1, d(a, 0)} 
所 定义 的 了 上 的 度量 ， 求 证 《as 是 和，d) 中 的 一 个 Cauchy 
序列 ， 当 且 仅 当 《an》 是 (六 ,6) 中 的 一 个 Cauchy 序列 。 
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23. 求证 ， 每 -一 有 限 的 度量 空间 是 完备 的 。 
24， 求 证， 完备 度量 空间 的 每 一 团子 空间 是 完备 的 。 1 
25. 求证 ，Hilbert 空间 (1,- 空 间 ) 是 完备 的 。 

26- 求证 ， 设 氏 ( 交 , R) 是 定义 于 大 上 的 赋予 范 数 
lfl=sup{ |f(2) |， ETF} 

的 有 界 实 信函 数 篆 ， 则 绍 ( 下,，R) 是 完备 的 。 

27. 求 讶 ， 上 度量 空间 子 是 完备 的 ， 当 上 且 仅 当 六 的 每 个 无 

限 的 完全 有 界 子 集 有 一 个 请 点 。 

28- 求证 ， 第 一 网 集 的 可 数 供 是 第 一 纲 的 。 
29， 求证， 度量 空间 子 是 完全 有 办 的， 当 生 仅 当 邓 中 的 

每 一 序列 包含 一 个 Cauchy 子 列 。 

30， 求 证 ， 涛 站 与 也是 等 距 的 ， 瑟 又 是 完备 的 ， 则 也 也 

是 完备 的 。 


杂 是 


31， 求 证 ， 每 一 赋 范 向 量 空 间 邓 可 以 秽 密 地 典 入 到 一 个 
Banach 空间 ， 嗓 完备 的 赋 范 疝 量 空间 (提示 。 见 383 页 关于 
Banach 空间 的 诗 )。 
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第 十 五 章 函数 空间 


函数 空间 (Function spaces) 


设 卫 与 了 为 任意 二 集 ， 令 (于 ,了 ) 表示 由 到 了 了 
的 所 有 函数 有 成 的 馈 。.Z (了 ,7 了) 的 任何 一 个 子 能 同 以 某 种 
拓扑 + 时 称 为 一 个 档 数 空间 (function space) 。 

可 以 使 函数 入 多 (六 ,了 等 同 于 一 个 积 集 ,其 方法 如 在: 
令 了 .为 以 eE 开 为 队 标 的 了 的 一 个 将 员 ， 令 焉 表示 所 有 
这 些 集 己 的 积 ， 即 : 

F=II{Y.: «EX}, 
则 FF 是 由 所 有 这 样 的 点 9p 一 css “EX) 所 构成 ， 点 2 对 村 
点 2aE 和 规定 了 元 素 asE 了 = 了 与 之 对 应 。 因 此 所 也 就 是 
由 所 有 上 由. 筷 到 了 的 函数 所 组 成 ， 故 下 一 多 (了 ,了 ); 
对 于 每 个 2E 邓 ， 用 公式 中 
ef =f2) 
所 定义 的 函数 es，. 红 (了 , 了 ) > 了 称 为 在 c 处 的 赋值 画 数 
(evaluation mapping) (这 里 了 是 .名 (了, 了) 中 的 任 党 函数 ， 
即 疡 总 > 卫 )。 

根据 上 述 多 ( 瑟 , 了 ) 与 下 的 等 同 ， 可 以 知道 ， 峡 信 画 
数 6 恰 好 就 是 由 下 向 坐标 空间 了 ,一 了 的 射影 zi。 

例 1.1 设 .多 (T, RR) 是 定义 在 I=[0, 1] 上 的 所 有 实 
值 函 救 所 成 的 著 ， 令 户 g) EF (I, 民 ) 是 这 三 个 函数 
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四 f(t) = . 


9 了 (Co) 一 24 十 1 
h(E) 一 Sin ny 
考察 在 . 
j= 十 
站 的 冉 慎 洪 数 
en FT, R)>R, 
则 a =F =f) 
wg) 9 = 1 )=2 
m=h(7) = )=1, 


从 图 形 上 看 ，eff( 用， 四 ( 及 及 6048) 是 有 ，9 及 及 的 图 形 与 通 
过 点 @ 一 5 的 各 直 直线 有 Rj 的 交点 。 


点 开拓 扑 (Point open topology) 

设 马 为 任 一 集 ， 又 设 卫 为 一 拓扑 空间 。 首 先 考 察 
几 ( 于 ,了 ) 上 的 积 拓扑 T， 这 时 ， 如 上 所 述 ， 认为 函数 簇 
名 (了 ,TY) 和 积 集 F=I[{ 了 ,，wE 天} 是 等 同 的 。 注 意 ，F 
上 的 积 拓 拓 的 害 义 准 基 5 是 由 下 中 形 如 

| TLG={f, mf) EG} 

的 一 切 集 所 构成 ， 其 中 EX, @ 是 坐标 空间 ,一 了 员 的 
一 个 开 集 。 但 76()=en,( 有 =f(s0)， 其 中 ,是 26E 甩 
处 的 车 值 画 数 。 因 此 ， 多 (7) 上 的 积 拓扑 的 定义 淮 基 
襄 是 由 F(X， 了 ) 中 形 如 {天 了 (wo) EG) 的 一 切 子 集 所 构 

一 3899 — 


成 。{f: f(zo) EG 的 含义 就 是 ， 把 任意 点 %E 革 映照 到 了 
的 一 个 任意 开 集 G 中 去 的 这 种 函数 全 体 。 我 们 把 多 ( 生 , 了 ) 
上 的 这 种 拓扑 就 称 为 点 开拓 扑 (point opsn topology) 。 

换 名 话说 ， 我 们 也 可 以 把 多 (五, 了 ) 上 的 点 开拓 扑 定 
义 为 使 赋值 函数 ee， 多 (了 ,了 ) > 了 为 连续 的 F(X， 了 ) 上 
的 最 粗 拓扑 ， 这 个 定义 恰好 与 积 拓 盾 的 定义 相符 合 。 


例 2.1 设 T 是 F(T 只) 上 的 志 开 拓扑 ， 其 中 了 一 [0， 
拉 。 与 上 上面 一 样 ， 直 的 定义 准 基 中 的 元 素 形 二 如下: 

{f: KEcGh， 
其 中 力 EI， 而 G 是 民 中 的 一 个 开 集 。 
从 图 形 上 看 ， 上 面 的 准 基 元 素 由 所 有 经 
过 开 集 @ 的 函数 所 组 成 ，G 是 通过 水 平 
办 上 一 点 四 的 三 直 直 线 只 上 的 一 个 开 
集 。 注 意 这 是 等 同 于 第 十 二 得 中 所 说 的 
积 空间 


=II{R,: i€I} 

的 定义 准 基 元 素 的 。 
例 2.2 若 44 是 积 空间 II{ 甘 iE 了 的 一 个 子 集 , 则 要 
是 它 的 一 切 射 影 之 积 的 子 集 ， 即 ， 


了 fx: 于 
4CTIHmr43， EI} 
《如 图 所 示 )。 | 
于 是 | 
4CTIHEET， i€T}, -~ 


其 中 mi[4d] 是 m4Aj 的 闲 包 。 从 而 ， 
车. 一 sy( 卫 ,了 ) 是 多 (下 了 ) 的 一 个 子 芯 ， 则 


HACTIT i s€EX}= TTL ER} 
且 B[E9j] 一 4](V) J 了 E98}。 由 Tychonotf 积 定理 ， 著 
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mm 


~ 


TJ): E39) 对 每 点 %E 民 来 说 是 时 致 的 ， 则 [LTC2j 
EE} 是 积 空间 [了 st WE 四 } 的 紧 致 子 集 。 
注意 ， 紧 致 集 的 任何 闭 子 集 也 是 紧 致 的 。 因 此 例 2.2 的 
结果 也 就 是 ， 
定理 15.1 设 必 是 条 (已 王 ) 的 一 个 子 复 , 洲 对 2 (ZX 了) 
上 的 点 开拓 扑 来 说 ， 有 : 
(i) oy 是 .F(Z 了) 的 亲子 集 ， 
(站 ) 对 于 每 个 nE,f 了 (5): FE 是 到 中 的 紧 臻 
集 ， 则 .x 是 紧 臻 的 相对 于 点 开拓 扑 求 说 )。 
当 了 是 Hausdorff 空间 时 ， 有 下 面 更 强 的 结论 ， 
定理 15.2 设 了 为 Hausdorft 空间 , 又 设 .w 忆 天 (到 )。 
则 在 点 开拓 直下 ，.w 为 紧 致 的 充 要 条 件 是 wy 为 财 集 
同时 对 每 个 。€ 生来 说 {ft2)。fE.2} 是 紧 致 的 


逐 点 收敛 性 《Pointwise convergence) 

设 《ff，…) 为 由 集 且 到 拓扑 空间 了 的 函数 列 ， 洪 
对 每 一 点 %4€ 匡 《及 (80)， 万 (so)，…> 收 仿 了 于 9g(eo)， 邯 

lim fn(m) =g (eo) 。 
其 中 9 是 由 总 到 了 的 一 个 范 数 ， 则 称 函 数列 《 九 逐 点 收 
伍 子 函数 9， 交 了 (point wise) 。 特 别 是 , 当 了 是 度量 空间 
时 ， 则 《六 逐 点 收敛 子 的 充 要 条 件 是 ， 对 任 给 的 e>0 及 
mEX， 有 
mo 一 notgos EEN 使 n>n=—>d(f,(%0), 9(2)) <e, 

注意 ，m 依 培 于 e， 也 依 束 于 mo 。 

例 8.1 设 《 有 fs，…) 是 从 I=[0, 1] 到 民 内 定义 为 
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站 Co) 一 2 f=, YE) = 
的 溃 数 列 。 则 《fn》 逐 点 收 化 于 定义 为 
oo 落 0<g<i 
1 车 z=] 
的 函数 9， 了 > 肥 。 注 意 虽 然 每 个 函数 
疡 部 是 连续 的 ， 但 是 报 限 函数 9 是 不 连 
续 的 。 
逐 点 收敛 与 点 开拓 扑 之 问 的 关系 如 下 
定理 15.3 (XY,， 了 ) 中 的 函数 列 《 访 , 户 ， …> 在 .多 ( 吾 ， 了 ) 
上 的 点 开 折 扯 下 收 敏 于 9E 多 (了 )， 当 且 仅 当 
函数 列 《 产 》 逐 点 收 伍 于 9。 
由 于 上 述 定理 ， 多 (入 ,了 ) 上 的 点 开拓 扑 也 叫做 逐 点 收 
人 效 拓扑 (topology of pointwise convergence) 。 
注意 “注意 可 度量 性 不 是 不 可 数 积 下 的 不 变性 ， 因 此 定义 在 
50, 1] 上 的 实 值 函数 的 逐 点 收敛 丘 扯 不 是 度量 拓扑 。 
拓扑 空间 作为 度量 空间 的 推广 ， 它 的 理论 最 时 是 从 研 
究 函 数 的 逐 点 收敛 性 引起 的 。 


一 致 收效 性 (Uniform convergence) 


设 《<, 访 ,…》 为 一 列 由 集 发 到 度量 空间 (了 , 中 的 函 

数 ， 若 有 函数 9g。 玉 > 了 存在 又 对 任何 <>0， 有 
m=m(e) EN 

使 得 n>m Ue), 9(0)<<8， VIEX, 
则 称 函 数列 《fo 一致 收 全 于 函数 9。 于 > 了 。 

特别 有 < 六) 逐 点 收 钱 于 g， 屠 就是， 一 狐 收 敏 必 逐 点 收 
敏 。 注 意 此 地 mn 只 依赖 于 e。 而 在 逐 点 收 敏 定义 中 入 既 依 
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sc 


闲 于 。 也 依赖 于 点 e。 
对 戏 是 拓 外 空间 时 ， 有 有 下面 的 古典 结果 ， 
命题 19.4“ 设 《下 , 户 ,…) 为 一 个 由 拓扑 空间 叉 到 度量 空间 
了 的 过 续 务 数列 。 若 《fi) 一 致 收 化 于 g， 及 -> 了 ， 则 
9 是 连续 函 煞 。 
例 4.1 设 万 , 户 , … 是 从 了 [0, 1] 到 民 内 的 下 列 连 
续 浮 数 ; 
ft) 一 和 FE) = fas) 一 9 
则 由 例 3.1《 态 ?> 逐 点 收 分 于 定义 为 ， 
0 车 0<3z<1 
go 一 车 xl 
的 函数 9: 了 > 恨 。 因 为 了 是 不 连续 的 ， 所 以 《所 ) 不 一 致 收 
效 于 9。 
例 4.2 设 ( 疡 , 六 ?是 加 (R, 民 ) 凡 的 下 列 画 教 列 ， 


1 一 二 Isl， 若 lzl<m 


#0 "| 
0, Ea 
草 《 疡 》 逐 点 收效 于 常 值 函 数 gz) 二 1。 但 是 《所 ) 不 一 致 收 


煞 手 g。 因为， 设 8 一 也 ， 虽 对 每 个 RE 时 ,有 点 iE 民 训 在 


使 疡 (oo) 一 0 因而 [六 (za 一 g(%0) [=1>。 
设 多 (于 ,了 ) 为 由 集 互 到 度量 空间 (了 , 9) 的 有 界 谣 数 
全 体 所 成 之 禾 , 并 设 。 为 组 (了 ,了 ) 上 的 度量 ， 其 定义 如 下 。 
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of, 9 sup{a( f(s), 9(%)): LCX}, 

这 个 度量 有 下 列 性 质 : 

定理 15.5 设 〈《 户 ,万 …)》 为 级 (, 了 ) 中 一 列 函数 ， 则 
《fn 按 度量 收敛 于 9gE 静 ( 司 了 )， 当 且 仅 当 《 万 > 
一 致 收 仇 于 9。 

由 于 上 述 定理 ， 在 朋 (, 了 ) 上 由 度 量 。 所 诱 生 的 拓扑 

猕 为 一 致 收 伍 拓扑 (topoiogy of Wniform convergence) 。 

注意 ”定义 在 度 党 空间 忆 上 的 一 致 收 敛 概念 不 能 作为 一 般 的 
拓扑 空间 上 的 一 致 收敛 概念 。 但 是 ， 一 致 收敛 概念 可 
以 推广 到 一 个 室 间 徐 ， 称 之 为 一 致 空间 (uniform 
spaces)， 一 致 空间 处 在 拓扑 空间 与 度量 空间 之 问 。 


函数 空间 cro,DCThe function space Cr[0,1]) 


由 了 [0, 1] 到 民 的 迷 续 冰 数 全 体 所 构成 的 向 重 空 间 
C50, 条 赋 以 由 
fl=sup{|f (0) 1 EI} 
所 定义 的 范 数 ， 是 分 析 学 中 最 重要 的 函数 空间 之 一 。 注 意 上 
述 范 数 诱 生 的 是 一 致 收敛 拓扑 。 
因为 I=[0, 13 是 紧 致 的 , 每 个 了 ECL0, 1] 是 一 至 连续 
(uniformly continuous) 的 ， 那 就 是 ， 
命题 15.6 设 f [0, 1]->R 是 连续 的 ， 则 对 任何 2>0， 
有 3 一 8(e) >0 使 得 
lm —% | <8 => |f(%,— Flr) |<e 
一 致 连续 性 〔 象 一 致 收敛 性 一 桩 ) 强 于 连续 性 ， 因 为 
此 地 人 只 依赖 于 s 而 与 特殊 点 无 关 。 
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命题 15.4 的 一 个 推论 是 ; 
定 题 15.7 0L0, 1 是 完备 的 赋 范 向 重 空间 。 
对 于 完备 的 度量 空间 我 们 将 利用 Baire 绸 定理 来 证 明 下 
画 的 太 趣 结果 ， 
命题 15.8 广 连 续 函 数 f，[0, 1]~R 存在 ， 它 是 处 处 不 可 
导 的 。 
福 意 ， 这 里 证 明 过 的 对 于 CC0, 11 成 立 的 所 有 结 东 对 于 闭 区 
闻 [a, 5] 上 连续 画 数 全 体 组 成 的 空间 OTa, 也 成 


立 。 
一 殖 有 界 性 (Uniform boundedness) 


为 了 建立 函数 空间 的 子 集 为 紧 致 的 必要 和 充分 条 件 ， 我 
们 引入 一 至 有 界 和 等 度 连 续 (equicontinuity) 的 概 念 ， 这 些 
概念 也 有 它们 本 身 的 重要 性 。 
+ 定义 在 集 卫 上 的 一 能 实 什 丁 数 .w={， 于 > 民 } 称 为 
一 致 有 界 (uniformly bounded) 是 指 : 
有 型 ER 使 得 | yo) | 过 M， WfFE .WEE EI, 
那 就 是 ， 每 个 西数 了 E€.m 大 有 有 界 的 并 且 有 一 个 对 所 有 函数 公 
共 的 界 。 
特别 地 ， 若 .Ac-CE0，1]， 则 一 致 有 内 性 等 于 说 ， 
有 MER 使 得 【PsM， WIE 4， 
也 就 是 说 ，,2 是 C50, 1] 中 的 一 个 有 界 于 集 - 
例 5.1 设 .wf 是 F(R, 民 ) 中 的 下 列子 集 ， 
f= {f(T =sin sg, f(t) =sin 2%, 1}, 
出 .28 是 一 致 有 界 的 。 因 为 设 性 =1, 则 对 于 每 个 了 E.o 和 每 
个 4ER, 1f(2) |< 有。 见 下 图 (4)。 
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0b) 
例 5.2 设 .VCC[0, 1]， 定义 如 下 ( 见 上 图 (6))s 
A =— {fi (2) =, fa(4) =22, f(s) = IT, …}o 
虽然 C50,1] 中 每 个 函数 ， 特 别 是 在 .oB 中 每 个 函数 是 有 界 
的 ， 但 是 .of 不 是 一 至 有 界 。 因 为 落 型 是 任 一 无 论 怎 样 大 的 
实数 ， 总 有 EN 存在 使 得 六 有 于， 凤 此 J,(1) 一 mw 祖 如。 


等 度 连 续 (Eaquicentinuity), Ascoli 定理 
定义 在 性 一 度量 空间 全 上 的 一 繁 实 值 西数 
A—{fi: X>R} 
称 为 等 度 连续 的 (equicontinuous) 是 指 ， 对 任何 e>>0， 
有 5=5(e)>0 使 得 
dv 2) LEP | f(t) — Ft) |<e, WfE .WA 
注意 ，8 只 依赖 于 而 不 依赖 于 任 一 特殊 的 点 或 特殊 的 函 
数 。 显 然 ， 每 个 FE .过 是 一 致 连续 的 。 
定理 15.9(Ascoli) 设 .og 为 函数 空间 CC0, 1] 中 的 一 个 闭 
集 ， 则 .x 为 紧 致 ， 当 且 仅 当 .xx 为 一 致 有 界 且 等 度 连 
续 。 


. 0) 


紧 致 开拓 扑 (Compact open topology) 
设 字 与 了 为 任意 集 , 又 设 4CX，Bc- 了 。 我 们 用 
P(A4, B) 表示 多 ( 导 , 了 ) 中 那些 把 4 映 腺 证 吾 中 去 的 函数 
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全 体 ， 即 ， 
PA, B={fEF X,Y): f(A)cB}, 

例 6.1 设 全 为 .到 ( 尼 , 了 ) 上 的 点 开拓 提 的 定义 准 基 、 

则 入 中 的 元 素 《 如 我 们 前 已 知 ) 只有 以 下 形式 : 
{FE FR, 了): fl) EG}, 
其 中 EG 是 了 中 一 个 开 集 。 按照 上 面 的 记号 ， 这 个 集 
可 表示 为 也 (t, GD ， 我 们 可 将 名 定义 为 
人 一 (Fr G): 5E, GCT 是 开 集 }。 

现在 设 荆 , 了 都 是 托 扑 空间 ， .x 为 互 中 的 紧 致 集 全 体 ; 

多 为 了 中 的 开 集 爹 体 。 儿 (了 ,了 ) 上 由 
§=iF(A, GD， A€E.Y, GEG} 

产生 的 拓扑 fT 称 为 FF (了 ,了 ) 上 的 紧 致 开拓 扑 (compact 
open topology)， 并 且 5 为 5 的 定义 准 基 。 

因为 卫 中 的 单元 素 集 是 紧 至 集 , 所 以 5 包含 了 (了 ,了 ) 
上 的 点 开拓 扑 的 定义 准 基 中 的 元 素 。 因 此 有 
定理 15.10 F(X， 了 ) 上 的 点 开拓 扑 粗 于 多 (于 ,了 ) 上 的 

紧 致 开拓 扑 。 

由 于 点 开拓 扑 基 使 赋值 函数 连续 的 最 粗 拓 扑 ， 故 得 ， 

推论 15.11 相对 于 .多 (了 ,了 ) 上 的 紧 致 开拓 扑 来 说 ， 赋 值 
函数 se，. 多 (了 ,了 了) > 了 是 连续 的 。 


紧 致 收敛 拓扑 (Topology of compact 


CoOrvergerice) 


设 《五 , 户 , …》 为 由 拓扑 空 闻 互 到 度量 空间 ( 恤 , 由 的 
一 个 函数 列 。 若 有 g， 卫 > 了 存在 ， 使 对 五 中 的 任何 紧 至 
子 集 召 及 尾 何 es 盖 0， 有 m= mo( 吾 , 5) EN 存在， 使 得 
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nm a fut) 90)) Ce, YIEE, 
出 称 函 数列 《 在 紧 至 统 上 一 致 收 租 于 9(converee unitormly 
on compacta) 。 
换 名 话说 ， 沂 谓 《 轧 ?在 紧 致 统 上 一 致 收敛 手 9 是 指 : 对 
任 休 紧 致 子 集 耳 C 耳 ,< 在 及 上 的 收缩 一 致 收 化 于 9 在 如 
上 的 收缩 ， 即 ; 
《用 | 五， 凡 | 百 ， …》 一 致 收敛 于 由 五 。 
注意 : 一致 收敛 性 导致 在 紧 致 统 上 的 一 致 收 剑 性 ， 又 名 
为 单元 素 集 是 紧 致 的 ， 在 紧 致 统 上 一 致 收敛 性 必 导致 逐 点 收 
敛 性 。 


例 7.1 设 《 夸 ， 庆 ， …》 为 多 (R，R) 中 敬一 个 表 数 列 ， 
定义 如 下 


1- 革 jzl| 著 人 |<n 
(一 
0 著 | 92 


《fo) 逐 点 站 歼 于 常 值 范 数 9(%) 二 1， 但 是 (如) 不 一 致 收效 于 

9《( 见 例 4.2)。 但 是 ， 因为 息 的 每 个 紧 致 于 集 百 是 有 界 的 ， 

所 以 《Jn》 在 紧 致 鱼 上 一 致 收效 于 go。 

定理 15.12 设 多 (总 , 了 ) 为 让 拓扑 空间 马 到 度量 空间 
(了 Y, 幼 揭 连续 函数 全 体 ， 则 多 (总 , 了 ) 中 的 一 个 函数 
列 《加 关于 紧 致 开拓 扑 收 化 于 9E 多 (了 , 了), 当 且 仅 
当 《f) 在 紧 致 统 上 一 臻 收敛 于 gy。 
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由 于 上 述 定 理 ， 紧 致 开 拓扑 也 叫做 紧 致 收 钱 拓扑 
(topology of compact convergence) 。 


赋 范 空间 上 的 泛 函 (Functionals on normed 
spaces) 
设 达 为 茂 范 向 量 空间 (R 上 的 )， 则 以 肚 为 定义 域 的 实 
值 函数 户 即 卢 生 ->R， 称 为 一 个 泛 务 (functional) 。 
定义 设 了 为 有 上 的 泛 话 ， 车 
(C1) Ft)=f2) + FY Ye yER, 
(i) F880) =BIf(E)I, YrER, BER 
成 立 ， 则 了 称 为 一 个 厂 性 泛 画 (linear functional) 。 
若 有 型 >0 使 
jos<Hlal，Vvse 马 
则 称 卫 上 的 线性 泛 函 了 为 有 界 (bounded )， 这 里 的 型 称 为 
了 的 一 个 界 (bound)。 
例 8.1 设 五 为 [8, 5] 上 屿 以 范 数 
If1=sup{ ycy， ws€ELa, 0 
的 实 值 连续 函数 全 体 所 或 的 空间 ， 即 马 一 C[q 的 。 令 
了 J， 卫 > 民 定义 如 下 ， 
10H=f 0a, 
则 时 是 一 个 线性 泛 画 8 因为 
Tr9= Cf + ge) 
= ADdt+| Dai 
= + (9), 
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TEp=f GD 
= 开本 


=2 jah DD, 
此 外 ， 弄 一 5 一 6 是 于 的 一 个 界 ， 因 为 
Toa<asptiypih=atyl。 


命题 15.18 设 / 与 9 为 世上 的 有 界线 性 泛 函 ， 又 设 4E 愉 ， 
则 .f+9 及 六 了 也 是 训 上 的 有 界线 性 泛 函 。 
于 是 “由 命题 8.14) 站 上 所 有 有 界线 性 泛 函 所 成 的 集 
和 * 是 一 个 线性 向 量 空间 。 
命题 15.14 Xe* 上 由 公式 
1 有 一 sup{| Je) /Hal wae0} 
定义 的 函数 是 一 个 范 数 。 
注意 ， 若 型 是 的 一 个 园 ， 即 | Je) |<Mlel YE 工 ， 
则 特别 是 当 *s0 时， 有 17(a) /ls1<， 因 而 1 于。 实 
际 上 ，i 让 可 以 有 等 价 的 定义 ， 
1 用 =inf{ 弄 ， 开 是 了 的 界 }。 
注意 ”也 上 所 有 有 界线 性 泛 函 所 成 的 赋 范 空间 称 为 对 的 对 
偶 空间 (dual space of X)。 


习题 解答 
题 点 收 做 与 点 开 扳 扑 


1, 设 〈 疡 , 尹 …) 是 多 (sR) 中 的 函数 列 ， 其 中 = 
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£0, 二 ， 其 定义 如 证 


4 著 0<c< 二 


2n 


1 ‘1 
(2) 二 4 一 4%W2% 十 4% 车 六 


0 车 十 <e<1l。 


求证 《六 > 逐 点 收敛 于 常 值 函数 9(%) 一 0。 
解 。 对 每 个 nEN. 廊 (0) 一 0， 因 而 
Him f (0) =900) =0。 


另 一 方面 ,车 >0， 则 有 mEN 使 得 直 -<%， 因此 
n>n> ft) =0—> lim ED) = 90) =0, 
于 是 《<f,) 逐 点 收敛 于 零 丽 数 。 
注意 大 (0d 二 1 对 于 每 个 nEN 成 立 ， 且 
[sede=0, 
子 是 在 这 种 情况 下 ， 积 分 的 极限 不 等 于 极限 的 积分 ， 即 ， 
ER 和 am 
2. 设 CGI，R) 表示 [0, 11 上 赋 以 范 数 
1A=f fe Lee 


的 实 值 连续 函数 的 全 体 。 试 举 一 例 谎 明 ，C(D RR) 内 一 个 函 
数列 在 上 述 范 数 下 . 妨 ~9， 但 《 访 ? 不 逐 虚 收敛 于 9。 
解 ， 设 《fo 定义 为 户 () 二 =， 则 


nse 人 十 1 


色 此 《J 在 上 述 范 数 下 收敛 于 备 还 数 9(4) 二 0。 另 一 方 而 ， 
《> 逐 点 收 合 (恼人 例 3.1) 于 函数 天 了 定义 为 ， 
0 车 0 委 s<1 
Ar 者 ea 
注意 ，jf9。 

3. 设 了 是 T, 空间 ， 7, 空间 ， 正 则 空间 或 是 连通 空 
闻 ， 求 证 ，. 多 ( 互 , 了 ) 赋 以 点 开拓 扑 时 ， 也 分 别 具 有 这 些 性 
质 。 

解 ， 因为 (了 ,了 ) 上 的 点 开拓 扑 是 积 拓扑 , F(X, 了) 
继承 > 了 的 任何 积 不 变 狂 。 由 以 前 的 结果 ， 上 述 性 质 都 是 积 
不 变性 。 

4。 求证 定理 15.2: 设 了 为 Hausdortt 空间， 又 设 .w 是 
赋 以 点 开拓 朱 的 实 ( 卫 ,了 ) 的 一 个 子 集 ， 则 下 列 命 题 是 等 价 
的 

《i ) .是 紧 致 集 ， 

在 了 中 紧 致 。 

解 : 由 定理 15.1 知 Gi) 一 > (i)， 帮 只 需 证 (D 一 > (ii) 。 

因 了 是 Hansdorfft 空间 ， 而 7 了, 是 积 不 变 的 ， 故 
多 (了) 也 是 Hausdorff 罕 间 。 由 定 更 11,5 知 ，Hausd- 
orff 空间 的 紧 致 子 集 是 闭 的 ;因此 .xy 是 闭 的 。 此 外 ， 每 个 
赋值 西数 ec，.F( 也 ,了 ) > 了 关于 点 开拓 扑 米 说 是 连续 的 ， 
因此 ， 对 于 每 个 *EX， 

efeg] 一 fo FE A} 
在 了 内 紧 敏 且 是 闵 的 ， 因 了 是 Hausdorff 空间 。 换 名 话说 , 
{FC(9)，JEsY1={f(4)，fE 4} 是 紧 到 的 。 
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5. 求证 定理 15.3: 设 t 是 均 ( 玻 , 了 ) 上 的 虚 开 拓扑， 
又 设 〈《 刀 ,大 …》 是 多 (下, 站 中 的 一 个 函数 列 ， 则 下 列 命题 
是 等 价 的 : 

(1) 《yn 关于 7 收敛 了 gE F(X, 卫 )， 

(站) 《也 > 逐 点 收敛 于 9。 

解 : 方法 1 把 实 ( 及 ,了 ) 等 同 于 积 集 

F=II{Y,: EX}; 
把 +t 等 同 于 积 拓扑 ， 则 由 定理 12.7, 下 中 前 序列 《所 ) 政 仑 于 
9EF，、 当 且 仅 当 对 于 每 个 射影 ",，， 有 
(f= (0) = Fa0)> 


收敛 于 
Ns(9) 一 人 (9) 一 9(2)， 


换 名 话说， 如 >9 (关于 人 ff Himj(e) -9(s)，WeE 瑟 即 
这 《如 逐 点 收敛 于 9。 

方法 2 修一 > (it);， 设 四 为 瑟 内 尾 一 点 ， 又 设 G 是 

了 中 合 glw) 的 一 个 开 集 ， 即 g(z) EG。 则 

gEP (so OD) {FEFR, F), Fl) EG}, 
因而 也 (2。, G) 是 .多 ( 互 , 了 ) 中 含 9 的 一 个 ?- 开 子 集 。 册 (i)， 
《Jo 关于 政 伐 于 9， 因此 

有 mEN 使 得 n> 一 > 有 EFP(t, 0), 
从 而 ， 

n>m—> fn) E G—>lim rls) = (50) 
但 5 是 任意 的 ， 因 此 《天 》 逐 点 收敛 于 g。 

(一 > GD， 设 (co 的 一 {六 J(40) EQ} 是 Tt 的 定义 
谁 基 中 合 9 的 任 一 个 集 ， 则 g(xo) EG。 册 (iD (加 逐 点 收 
全 于 全 因此 

一 4 隐 一 


有 mE 肝 使 得 >m 一 > 疡 (oo)EG， 
因而 n>m 一 > 有 EP (ms G) 一 >〈( 户 )》T- 收 敛 于 9。 


一 致 收效 
6. 求证 命题 15.4， 设 〈 丸 , 户 …》 是 一 个 由 拓扑 空间 天 
到 上 度量 空间 了 的 一 个 连续 函数 列 ， 且 设 ( 六 ?一 致 收敛 于 gx 
卫 > 了 ， 则 9 连续 。 
解 ， 设 %,E 及 ,又 设 s2>0, 则 9 在 wo 处 连续 是 指 ， 若 有 
合 m 的 一 个 开 集 日 C 且 ， 使 得 
CE 一 >0(9(2)，9(zo))<<e， 
现在 《六 一 致 收敛 于 9， 因 丽 
有 mmE 村 使 得 民 疡 (9(D)< 村 eVaE 王 。 
因此 ， 由 三 角 不 等 式 ， 
G(9(o) ，9(Cwo)) 
Ag), fnls)) tA f(T), Fn)) + of (To), C7)) 
fn), fn)) + Be 
因为 如 是 连续 的 ， 故 有 含 wm 的 一 个 开 集 GC 且 使 得 
EQ > fre), frm) ie, 
因而 vs EG—> dg (8), 9 (00)) <e, 
于 是 9 是 连续 的 。 
7. 设 《fi 无 …》 是 定义 在 Fa, 5] 上 的 一 个 实 值 连续 函 
数列 ， 并 且 它 一 致 收 伍 于 9: fc, 5]->R。 求 征 ; 


lm foao= roan。 


一 4 环 一 


注意 (习题 1) 这 一 结论 在 逐 点 收敛 情 况 下 是 不 成 立 的 
解 ， 设 * 盖 0， 我 们 要 证 ， 


有 mER 使 得 Am 一 > 小 f(ao = gla 
现在 《1) 一 致 收敛 于 9， 因 两 有 mmER 使 得 
n> fs) — 9 | <e/ BL-0), YrELea, $], 
因此 ,车 
» » 
一 -| _ ] 
Rn 了 fe dr [gear|= 下 【六 (2 9%) am 


<e, 


< Ihc -gl ae 


<| we@-oac-e。 


8. 求证 定理 15.5， 设 《 叶 ,万 …> 为 二 ( 互 , 了 ) 中 的 一 
个 函数 列 ， 而 妥 ( 琶 , 了 ) 赋 以 度量 ， 
elf, WD=sup{a( flr), g(7)), rEEI}, 
则 下 列 命题 是 等 价 的 : 
《1i) 《J 关于 度量 e 收 化 于 gE 多 ( 卫 ,了 )， 
《这 ) 《f? 一 致 收敛 于 g。 
解 ， 人 一 > (i， 设 *>>0。 因 为 ( 记 ? 关 于 度量 。 收 伍 于 
网 故 
有 mEN 使 得 n>m 一 >e( 所 ,9) <s， 
因此 ， 
n>n—>d( f(s), gr)) Ssup{d( f(z), g(2)): YE 瑟 } 
=e(f,, 9) Le, YIET 
那 就 是 ，《〈 九 》 一 致 收 仇 于 g。 
(区 一 > GD， 设 >0。 因 《太一 致 收敛 于 9， 故 


一 4z6 一 


有 meN 使 得 
n>m—> df ms), gs)) Ce/2, YLE ET, 
因此 ， 
n>m=—>sup{a( f(r), 9(%)): EX} Ee/2<e, 
那 就 是 ， 当 n>m 时 有 e( 轧 ,及 <e， 因 而 《 九 ? 关 于 度量 。 收 
伍 于 包 


函数 空间 CL0, 1] 


9， 求 证 命题 15,6: 设 姑 了 > 民 在 I=[0, 1 上 连续 ， 
则 对 任何 e>0， 
有 8=3(e) >0 使 得 13 一 9|<3 一 > |f(%) 一 f(D 1<e, 
即 了 为 一 致 连续 。 
解 ， 设 *>0。 因 了 连续 ， 故 对 任何 PE 
有 65,0 使 得 


Ile- pl <B> f(0) f(D LFe. GD 


对 于 每 个 PET, 令 Bo= Ini(p- 二 bp+ 二 3) 则 {3s 
2 6 是 工 的 一 个 开 复 瘟 。 同 时 因为 了 是 紧 致 的 ， 放 8 中 
有 限 个 集 也 能 复 次 了 司 如 说 ,IT 一 SuU… US 。 信 

1 


3 min ~ Ba) 


假设 je 一 外 <8， 现 对 于 基 个 加“E Sa， 因而 
le 一 zl< 过 anu<in 
并 且 
ply-alt 3+ 二 久 


— £10- 


< 于 i++ 二 an 一 an 


因此 由 (得 
La -Fo1< 二 se 
及 Ifen -fpo 1< 3e, 
寺 是 由 三 角 不 等 式 ， 


(fF) ~ FD | SIF) — FpD) + Fp 一 六 六 1 
i 1 
< 


10. 设 《fi, 刻 ;,…》 是 CL0, 1] 中 的 Cauchy 序列 。 求 
证 ， 对 于 每 个 zeE7 一 [0，1]，《 产 (z 0) 广 (wu)。…》 是 民 中 
的 Cauchy 序列 。 
解 ， 设 mED， 又 设 2 之 0。 因 为 《J 是 Cauchy 序列 ， 
故 有 mER 使 得 
mm, n>m=> ffl=sup{| fC) — nls)l, ET} ce 
> | hm) nlm | ee, 
因而 《f,(w6)》 是 一 个 Cauchy 序列 。 
11， 求证 定理 15,7: C[0, 1] 是 完备 的 赋 范 向 量 空间 。 
解 ， 设 〈 疡 ， 户 * …> 是 CE0， 内 的 一 个 Cauchy 序列 ， 
则 对 于 每 个 四 E7 《lew)》 是 民 内 的 一 个 Cauchy 序列 并 
在 恨 内 收敛 ， 因 为 恨 是 完备 的 。 定 义 9 了 7~ 民 为 : 
ge) =lin LAC 


则 《见习 题 32) 《fw> 一 致 收 伍 于 go 但 是 由 命题 15.4,，g 是 
连续 的 ， 即 9ECL0, 13， 因 此 CL0, 1] 是 完备 的 。 
12. 设 7EC[0, 1]， 又 设 。>0， 求 证 有 mEN 及 点 


一 《一 


po= (0, bof 5), "es 
P= /r,s eb/ 5)s es 
Po= (1, eh/5) 
存在 ,其 中 jo，…，zo 是 整数 ， 
使 得 车 9 是 联结 p, 的 折线 , 则 
1 一 gi<e ( 见 附 图 )。 摘 名 话 
说 ， 分 段 线性 《 或 折线 ) 函数 在 O[0, 11 中 稠密 。 
解 ， 了 在 [0, 1] 上 一 致 连续 因而 
有 mEN 使 得 a-Bi<1/m 一 >1f(@) 一 了 5)1 
Ee/ 5 (DD 


考察 TX 民 下 列子 集 ; 
4 一 To YY t=i/m 9 一 je/5 其 中 这 0 no FEZ} 
选取 ,= (ze %》E 反 使 得 


UES LDL te/5, 
则 
Leo 一 gz {= | F620) ~Yl <e/5, 
且 由 (D， 
LPGrD ~ fre) | a/5 
如 上 图 所 示 。 


注意 
IgC%) — gzi1)1 
lg) — Ho) | FFD — Fo) Ff) —g(%+0)} 
8 召 8 
<< 亲 + 二 一 38/5。 
因为 9 在 2 和 Sa 之 间 基 线性 的 ， 
TARZSUirt 一 池 |19(3) I 9D) ~ ge) Ie/5, 
现在 对 于 任 一 点 2€I， 有 心 满 足 汉 zt。r1。 因 此 
—#18 ~ 


[fC2 一 9(21| 
FE FLT fe) 90) | 十 19(za) —9 21 


ee 3e 
t+ 
但 是 z 是 工 中 的 任意 点 ! 因此 1f 一 gi<<e。 


13，, 设 mm 为 任意 正 整数 ， 又 设 4m 表示 CL0, 1] 中 具备 


下 述 性 质 的 函数 的 金 体 。 这 个 性 质 是 
有 mejo, 1 一直 | 使 得 


mm 


[fl th fa 
! A 


<m whe(o, 1) 


mie 


求证 ，Aw 是 CL0, 1] 的 一 个 闭 子 集 (注意 每 个 在 C50, 1] 中 
的 函数 如 果 在 一 点 可 微 则 属于 某 个 4m, 只 要 品 充 分 大 
时 )。 

解 设 gE 4。 要 证 的 是 gE 4o， 即 人 n= 4m。 

因 g9E4o， 故 4 中 有 序列 《 瑚 , 六, …)》 收 敏 于 9。 而 


对 每 个 所 来 说 ， 有 避 使 得 4.E[0, 1 一 去] 及 


mm 


CAC ~ 1 
edt em, Wels) 0 


但 是 《wD 是 紧 致 集 [0, 1 一 汪 | 中 一 个 点 列 ， 因 而 这 点 列 含 
一 子 列 Cow) 政和 于 艾 如 设 mE[ 0 1 一 去 上 
现在 当 人 ->9 时 有 九 ~>9， 因 而 在 (中 了 极限， 得 到 
ne 
因此 gE h。， 且 db 是 闭 的 。 
二 48 一 


14. 设 4nwCC50,， 1] 是 习题 13 中 所 定义 的 范 数 集 ， 求 
证 4。 在 CE0,，1] 中 无 处 稠密 。 
解 ，4, 在 CL0, 二 中 无 处 秽 密 ， 当 吕 仅 当 
int {4%) =int(d,) =G。 
设 8=S(j 8) 是 CL0, 1] 中 的 任 一 开 球 。 我们 灾 证 8 含有 
不 属于 4m 前 一 点 ,因而 int(4) 一 好 。 
由 习题 12, 有 折线 DECr[0, 1] 存 在 ,使 得 jy 一 oj<3/2。 


设 g 为 饮 肯 形 函 数 ,其 幅度 小 于 于 3， 其 斜率 大 于 m《 见 附 图 》 
《见习 题 33) 。 


则 范 数 ja 一 2+9 虱 于 CLD0, 1] 但 不 属于 4。， 而 且 
IMS p+ lo a+ =8, 
所以 ES， 证 明 完 毕 。 
15. 设 4ncC[0, 1 是 习题 13 中 所 定义 的 函数 集 ， 求 
证 ，Cro Ts 同人， ， 
解 : 因 4n 在 O50, 1] 中 无 处 畔 密 ， 放 B= 4。 是 第 


一 网 的 。 但 由 Baire 前 纲 定理 ，CL0s 1] 作为 完备 的 度量 空 
间 是 第 二 纲 的 ， 记 以 CL0, 13 守 B。 
16。 求证 命题 15.8， 有 连续 函数 f，[0, 1] >R 存在 ， 
一 420 一 


它 处 处 不 可 总。 

解 ， 设 FECL0, 1] 至 少 在 某 一 点 恬 如 说 2 可 导 ， 假 设 
17r(e)1=t 网 

有 a>0 便 得 | 及- tpi WhE (0,0)。 
现在 取 m。EN 使 i+1<m 及 1/mo<e。 则 fEhn,。 于 是 
品名 包 舍 了 在 工 的 基点 处 可 导 的 函数 全 体 。 

但 是 由 前 一 习题 知 ，C[0, 且 志 岂 4m。 因 而 在 Co, 13 
内 有 这 样 的 函数 ， 它 处 处 不 可 导 。 

17. 求证 定理 18.9(Ascoli 定 更 ); 设 好 为 C[0,， 1] 中 
的 闭 集 ， 则 下 列 命题 等 价 ，G) 必 是 紧 致 的 ，GiD .py 为 一 
致 有 界 及 等 度 连 续 。 

解 ， 中 一 信人， 因 。2 在 0[0, 1] 紧 致 , 故 它 在 民 0, 1] 
中 有 界 ， 子 是 作为 一 个 函数 集 来 看 ， 它 一 致 有 界 。 现 在 我 们 
只 要 证 明 ww 是 等 度 连续 的 。. 


为 此 ， 设 >0。 因 必 紧 致 , 故 - 吧 有 一 个 有 限 的 本 网 二 


警 如 说 外 = { 户 ， …， 天 }。 因 此 对 任 一 JEAt， 有 记 E 红 全 

入 一 Fo 一 sup{ Co) 一 Po) | EIT} Se/3, 

因此 ， 对 任何 4%, YE 了 TI=[0, 1]， 有 : : 

Lo — fen! 

一 |7(G) — fi, 2) + HC0) ~— fo WD tf — FD! 
ROAROTE EA A 
ef3F [fm) ~ fi (1 +e/3 
=|f,,8) — fy) 1 二 2873。 


hf- 


现在 每 个 及 E 家 是 一 致 连续 的 ， 因 而 
有 Bi>0 使 得 1z 一 有 <3 一 > | 六 (2 一 户 (|<2/3。 
令 8 二 min{51,…, 8.}。 则 对 任 一 .FE .2 
1g 一 外 <3 一 > | Fe) ~ FD LE Nfs) -fay) 1+2e/3 
<e/3+28/3=E, 
于 是 .x 是 等 度 连续 的 。 
(让)) 二 >()， 因 .og 是 完备 空间 C[0, 11 的 册子 集 ， 我 
们 只 要 证 sw 完全 有 异 。 
为 此 ， 令 e>0。 因 .x 等 度 连 续 ， 故 
有 mEN 使 得 
la- 引 < 二 一 1 一 FD1<e/5， VE 
现在 对 每 个 fE .st， 根 据 避 题 12， 我 们 可 以 构造 一 个 折线 函 
数 pr 使 17--p11<<s 且 py 所 联结 的 点 是 属于 下 面 的 点 集 ; 
4 一 fkz, WD t=0, 1/m, 2/m, …， 1 Y=ne/5, nEZ}, 
我 们 来 证 明 多 一 {2or:， 了 fE-ozj 是 一 个 有 限 集 ,因此 就 是 .x 的 
一 个 有 限 s- 网 。 
因 wv 一 致 有 异 ， 因 而 乡 一 致 有 界 。 因 此 ，A4 中 只 能 有 
有 限 个 点 出 现在 及 的 一 切 折 线 之 中 ， 从 而 胸 只 能 含有 有 限 
条 折线 。 于 是 葬 是 . 吧 的 一 个 有 限 *- 网 因而. 吧 完全 有 
界 。 


紧 数 收效 


18. 设 〈 妨 ， 户 , …》 是 多 (R，R) 中 的 一 个 负数 列 ， 定 
义 如 下 s 


一 4 一 


£9- 着 ial<n 
0 车 |5| 之 n。 
求证 ，《/ 在 紧 到 绕 上 一致 收 
敛 于 常人 本数 9(5) 一 1。 
解 : 设 思 是 民 的 紧 到 子 集 ， 丸 设 0<e<1。 因 思 紧 到 ， 
故 它 有 界 ， 譬如 说 有 下 >0 使 Bc-( 一 覆 ， 术 )。 现 在 


有 mE 有 使 得 wm> 或 世 <e， 
s 


因此 
nm lflt) 90 =Tiel<HM ce, YeE BE, 


因此 《./o> 在 加 上 一 致 收 合 于 9。 
19. 求证 ， 车 了 是 Hausdorff 定 间 ， 则 多 ( 互 , 了 ) 上 的 
紧 致 开拓 扑 也 是 Hausdorff 空间 。 
解 ， 方法 1 设 有 9EF(R, 了 ,上 且 fX9, 则 有 PE 
全 所 P) 夺 9Cp)。 今 了 是 Hausdorff 空间 ， 帮 了 中 有 开 集 人 8 
与 日 使 得 f(p) EQ, g(p)E 晶 及 GN 了 = 多 。 因 此 
fEP(p, 0), gE Pl(p, H) 及 Flp, NFP, H)=G。 
但 单元 素 集 {2} 是 紧 致 集 ， 因 而 F(p, 9 与 Plp, 妃 ) 属于 
多 (了, 了) 上 的 紧 致 开拓 扑 。 从 丽 ，. 多 ( 入 ,了 ) 是 Hausdorff 
空间 。 
方法 2 ” 紧 致 开拓 扑 精 于 点 开拓 扑 ， 由 于 PY, 是 积 不 变 
性 ， 故 点 开拓 外 空间 是 Hausdorff 空间 ， 从 而 紧 致 开拓 扑 空 
间 也 是 Hausdorff 空间 。 
20。 求 证 定理 15.12; 设 CO( 有 ,了 ) 是 出 拓扑 空间 互 到 
度量 空间 (7, 0) 的 连续 函数 全 体 ，《f, 记 ,…) 是 CC 了) 
— $e9— 


中 的 一 个 函数 列 。 则 下 询 命 是 是 等 价 的 ， 
(i ) 《fw 在 紧 致 绕 上 一 致 收敛 于 9EC(R， 了 )。 
《站 ) 《f》 关于 COCR, 了) 上 的 紧 致 开拓 扑 工 收敛 于 9。 
解 ， 人 一 > (i)， 设 ( 思 , G) 是 + 的 准 基 中 一 个 元 素 ， 
县 设 它 含 9 因而 9g[B1CG， 其 中 如 是 紧 致 集 而 他 是 开 集 。 
因 9 连续 ， 玫 氏 琴 ] 紧 致 。 其 次 9[ 且 站 Y==Z 因而 紧 
致 集 9[E] 与 闭 集 GF 的 距离 大 于 零 ， 警 如 说 4(9[E], G*) 
二 E>0。 因 《f,) 在 紧 致 统 上 一 致 收 傅 于 g， 族 
有 mEN 使 得 n>m 一 2( 了 (8), 9(W)) CE vrE BEB, 
因此 
dp), gLBD EA fe), 9(0)) La, vrE E, 
因而 对 于 任何 %E 至 有 jf,(%) 藉 G。 换 名 话说, 
n>n—> /LBICG—>fE P(E, G), 
从 而 ，《J, 关于 紧 致 开拓 扑 收敛 于 g。 
《证 ) 二 > (i): 设 任 给 耳 上 的 紧 致 集 思 及 a>0， 我们 村 
证 明 《fw 在 召 上 一 致 收 全 于 9， 即 
有 mENN 使 得 n>m 一 之 (fC2), 9(2))<e, YE EB, 
因 妈 紧 致 及 9 连续 ， 故 9 是 紧 致 的 。 令 
殉 一 { 力 人 


是 多 到 的 一 个 有 限 网。 考察 开 球 


ssn) ssp, 多 


此 处 ， 困 多 是 红 友 的 一 个 言 网 故 
gL EJB, U US; 

因而 Becg 8 IU. Ug C8, 
令 加 =BNg"[5] 央 而 B=B,U-…UB, 及 gLB Ic-B,cG, 
我 们 要 证 加 是 紧 玛 的 。 因 为 了 连续 ， 从 三 9-TS0] 作为 闭 集 
的 赣 销 也 是 闭 集 ， 因 此 马 一 了 人 9-iT8] 作为 紧 致 集 与 闭 集 
之 交 也 是 紧 致 的 。 

由 开 如 CG 可知， 了 (BE, G) 是 (了 ,了 ) 中 含 9 的 
二 开 集 ， 从 而 站 了 (Es G4) 也 是 一 个 含 9 的 r- 开 集 。 但 
《7 关于 是 收 敏 于 9 的 ， 故 

有 mEN 便 得 n>m==>E 们 PCB 6 


= fo[B CEG,» fo BICG,, 
现在 设 sE 已 则 sc 也， 因而 当 nm 时 有 ， 
PE) EFL BICG, A f(t), po) <22/3, 
同时 又 有 ， ， 
9(%) € I BTS > dg (8), pi) SE/3, 

于 是 由 三 角 不 等 式 有 : 

n>m=>a( f(s), (0) SAC FE), po) + A prs 9 6)) 

<2ef3+te/3=e, WIE EP, 


三 范 空间 上 的 话 西 


21, 求证 ， 若 了 是 筷 上 的 线性 泛 函 ， 则 了 (4) 一 0。 
姐 ， 因 了 是 线性 泛 函 及 0=0 了 0， 故 
fF(0) =F00+0) = 0) + 7(0), 


两 边 加 上 一 (0) 即 得 7(0)==0。 
22. 求证 ，X 上 的 有 界线 性 泛 函 是 一 致 连续 的 。 
解 : 设 型 是 了 的 一 个 界 ， 又 设 。>>0。 令 8=e/M，, 则 
和 一 朋 <8 一 >17(z) FW = -WD EU, 
23. 求证 命题 15.13: 设 了 与 9 是 了 上 的 有 界线 性 泛 
通 , 又 设 CER。 则 fg9 与 08 也 是 瑟 上 的 有 界线 性 泛 函 。 
解 : 设 了 与 9 的 界 分 别 为 型 与 型 *， 则 
(FHD E+D=F E+ +IE+Y) 
= (2%) +f WD +9) + gy) 
=(f+9r+(f+9)y, 
(JF+9) (ho) = fe) ~ g(r) =Ef (2) + hg(z) 
=6[ f(8) + 9(2) = f+ 9) (5), 
[F491= F849 SIF) | +192)] 
MIel + Mrlel= (M+ M*)|el, 
于 是 f+9 是 一 个 有 界线 性 泛 函 。 
此 外 ， 
(Of 2+D=OFE+D =OL fF) + FDI 
=0f(%) + CFD = (0 (8) + (Of OD, 
《0 及 (ie) 一 CH 一 OECD) — EbOF (8) =E(0.7) (2), 
EC 六 (1 一 Co) 1=101 F062) | SIO CAIsD 
=(IC1M) zl, 
因而 0- 了 是 一 个 有 界线 性 泛 酷 。 
24， 求 证 命题 15.14: 由 下 式 定义 的 卫 * 上 的 函 至 
天 一 sap{f la) | /lzl: «0} 


是 一 个 范 数 。 


解 ，(D 若 f=0， 则 了 (%) ~=0, VeEZ 因而 
一 486 一 


A=snp{0} =0。 
莫 f0， 风 有 %% 志 0 使 得 了 (wo) 二 0， 因 而 
A=sup{ FC) /Lzl} 2 | Fe80) (712d >0, 
于 是 关于 范 数 的 公理 [VW,] 成 立 。 
(2) 因 
上 六 一 supt1G fF) (0) /el} =sup{ lL FC2)I} /N21} 
=sup{ El FC /el} = Blsup{ fC) |/12l} 
= 171, 
所 以 公理 [为 ,] 万 立 。 
(3) 因 
f+ol=sup{|f (8) +9(2) 1 /el} 
sop{ (|f(2) | + 19(0) D/Hel} 
sup{ | fr) /sl} + sup{ 19 C2) EAI 


一 | 列 +191， 
所 以 公理 [W。] 成 立 。 
补充 习题 


诡 数 序列 的 收敛 性 


25. 设 《( 表 ， 记 ，…) 是 由 户 () 二 w/a 所 定义 的 ， 定义 
域 为 了 一 [6, 1] 的 实 值 函数 序列 。 
(1》 求证 《名 逐 点 收敛 于 常 值 函数 9(e) =0， 即 对 每 
个 ET lm 万 (2) 一 0 。 
(GD 求证 Im 攻 大 四 人 limAGo。 
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26. 设 < 天, 记 ,…》 是 定义 域 为 [4, 四 的 ， 一 致 收 敏 于 
9 的 实 值 可 微 函 数 序列 ， 求 证 


mf) lim Se)。 
(注意 ， 册 前 一 习题 知 此 结果 对 逐 点 收敛 情况 不 成 立 。》 
27. 设 疡 ， 民 ~> 民 由 
jn 

0 车 ls 之 n 


| 


所 定义 ， : 
《1 ) 求证 《所 ) 不 一 致 收 伍 于 常 值 冰 数 9(o) 一 1， 
《 主 》 求证 《六 在 紧 致 统 上 一 致 收敛 于 常 值 函数 9(o) 
一 te 
28. 设 〈 疡 ， 态 ，…》 是 由 扣 (z) 一 mel1 一 2)" 所 定义 的 定 
义 域 为 T=[0, 1] 的 函数 序列 ， 
(i) 求证 《为 》 逐 点 收 敏 于 常 值 务 数 
9g(£) =—0。 
《二 ) 求证 《fy 不 一 致 收 敛 于 9(@) 
一 0。 
(得 ) 求证 ， 在 这 种 情况 下 


Jin| Paz= {Clim oam 


29, 设 《 所) 是 天 人 R, RR) 中 出 及 (= 全 4 


所 定义 的 序列 ， 
(i ) 求证 (fs) 在 紧 致 统 上 一 致 收 鲜于 函 数 g(e) 一 se。 
(并 》 求 证 《fo》 不 一 致 收敛 于 9(9) 一 %。 
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30. 设 《天 , 无 ,…) 是 1=[0, 1] 上 的 (Riemann) 可 积 
函数 列 。 若 


tim 1%) ge) de=0, 
则 称 序列 《fy 平均 收 敏 于 9。 
(i) 求证 莽 ( 刀 ?一致 收 敏 于 9g， 则 (到) 平均 收 化 于 5; 
(站 ) 用 反 鲁 说 明 从 平 光 收 敏 性 不 必然 导致 逐 点 收敛 性 。 
务 数 空间 O50, 1] 
31. 求证 Cre, 5] 与 C50, 1] 等 距 因 而 同 肘 。 


四 
2 
32、 求证， 设 〈 态 ) 在 C [0 可 中 一 致 收敛 于 % 又 设 
om 则 lm fl) =9 (Ko) 
33, 设 2p 是 CC0, 1] 中 的 一 个 折线 ,又 设 8>0， 求 证 存 


在 一 个 幅度 小 于 去 8 即 lg1< 2 5 的 锅 傣 丁 数 , 使 2+9 不 属 
于 Am《 见 习题 14)。 

34. 设 《及 是 0 [0, 1] 中 的 Cauchy 序列 ， 又 设 < 
逐 点 收 化 于 g， 则 Cf》 一 到 收敛 于 g。 
一 到 连续 性 

35， 求 证 ta) = 1/e 在 开 区 间 (0， 1) 上 不 是 -- 致 连续 
的 。 

一 移 一 


36. 设 邓 与 了 是 任意 的 度量 空间 ， 试 对 函数 J X>Y 
定义 一 致 连续 性 。 

37。 求 证、 若是 紧 致 度量 空间 环 到 度量 空间 了 的 一 个 
连续 函数 ， 则 是 一 致 连续 的 。 


赋 范 空间 上 的 泛 话 


38. 设 了 是 贼 范 空间 互 上 的 一 个 有 界线 人 狂 泛 画 ， 求 证 : 
sup{f| Ke) /1%i， % 夺 0} 一 inf{ 丰 及 是 了 的 一 个 界 } 。 

39. 求证 : 若 了 是 六 上 的 一 个 连续 线性 泛 画 ， 则 了 是 
有 界 的 。 

如 .求证 ， 任 一 赋 范 空间 互 的 对 侦 空 间 X* 是 完备 的 ， 
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域 公理 (Field axioms) 


实数 集 记 作 民 ， 它 在 数学 中 ， 特 别 是 在 分 析 学 中 起 着 极 
重要 的 作用 。 拓 扑 学 的 许多 概念 实际 上 是 实数 集 一 些 性 质 的 
抽象 化 。 集 R 的 特征 可 以 用 一 句 话 来 概括 : “ 民 是 一 个 完备 
的 Archimed 有 序 域 *。 在 本 只 录 里 我 们 研究 尽 中 的 序 关 
系 ,这 种 序 关系 是 用 来 定义 民 上 的 “通常 拓扑 ”( 见 第 四 章 )。 
现在 我 们 叙述 民 中 的 域 公理 ， 全 书 中 都 假设 了 域 公理 及 其 
推论 。 
定义 ”具有 两 个 以 上 元 素 的 集 忆 连同 称 为 加 法 《+) 和 乘法 

《。，) 前 两 种 运算 ， 如 果 满 足下 列 公理 ， 则 称 政 为 一 个 
域 (field)， 

[4.1 封闭 性 ，a, 5E 了 二 >a+8EP 

[54,] 结合 律 ， 4, b, CEF 二 >(a+ 了 +c=a+ (b+0) 

[4,] 《加 法 ) 零 元 素 : 90EF 使 得 0+g=&+0 一 &@， 

VaER 
[4,] 〈 加 法 ) 道 元 素 ，4 E 术 一 > 习 一 &EF 使 得 
G 二 (一 G) 一 《一 0 十 4 一 0 

544] 交换 律 ，@, 8 一 > 上 bp 一 5 上 

[M1] 封闭 性 ，&, bE 了 一 >a.bEP 

[Mi] 结合 律 : 4, b, 56E 殖 一 > (GD) 一 Go) 
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EMs] (乘法 ) 单位 元 素 ，391E€ 了 ,1+0, 使 得 
leumasl=a, WeEF 
[MU 《 来 法 ) 逆 元 素 ，4aE 了 ,4 夺 0 一 > 2 :ER 使 得 
Gra l= tg=l1 
[CI] 交换 律 ， a, EF 一 >aD 二 hea 
5D] 左 分 配 律 : &, 5, CEFF 一 > a (0 二 一 go5 十 Ce0 
[LD] 右 分 配 德 ，&, Bb, CEB 了 一 > (B+0):6=brg+cg 
其 中 可 读 作 “存在 着 ”，Y 读 作 “对 于 每 一 个 ” 二 这 读 
作 “ 导 致 。 
由 域 公理 立即 可 得 下 列 关于 实数 的 代数 性 拓 。 
命题 及 .1“ 投 也 为 一 个 域 ， 则 
《 1》 元素 0 和 1 是 唯一 的 
《二 ) 下 列 消去 律 成 立 : 
《1》5 十 5 一 和 十 "一 >0 一 2 
{2) grb—qee, 60 一 >0 一 co 
《〈 刘 ) 两 种 道 元 素 一 < 和 o :是 唯一 的 。 
(iv ) 对 任何 4, 5E 有， 
(1) 5*0 一 0， 
(2) 2 一 候 一 (一 9) 5 一 一 (ceb)， 
(3) 〔( 一 @) (一 太一 cc。 
域内 的 减法 与 除法 除 以 非 零 元 素 ) 运算 定义 如 下 s 


5ambt(~4) 与 名 mea 
注意 赋予 两 种 运算 的 一 个 非 空 集 ， 若 能 满足 域 公理 中 除了 


EM JJ，[M 与 Lo 以 外 的 庶 公 理 ， 则 称 为 一 个 环 
(ring)。 例 如 ， 整 数 集 世 在 加 法 与 乘法 运算 下 是 一 个 
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环 ,但 不 是 一 个 域 。 


实 直线 (Real Iine) 


我 们 假定 读者 已 熟悉 用 直线 上 的 点 对 R 作 几何 表示 的 
方法 ， 如 下 图 所 示 。 称 为 原点 的 那个 点 通常 表示 0 而 通常 在 
0 的 右边 的 另 一 个 点 用 来 表示 1。 则 有 一 个 自然 的 方法 将 直 
线 上 的 点 与 实数 对 应 起 来 ， 即 每 个 点 表示 唯一 的 一 个 实数 ， 
同时 每 个 实数 由 唯一 的 一 点 表示 。 由 于 这 个 绿 故 我 们 也 常 把 
RR 叶 修 实 嘉 线 (real line), 并 把 “点 ”与 “ 数 ” 两 个 名 词 不 如 
区 别 地 使 用 。 


EE 
R 的 子 集 (Subsets of R) 


符号 之 与 N 用 来 表示 R 的 下 列子 集 ， 
Z={.", —3, —2, —1, 0; 1, 2, 3, °°} 
N=1{1, 2, 3, 4, *} 
ZZ 中 的 元 素 称 为 有 理 整 数 〈rational integers) 或 测 称 为 整数 
(integers); N 中 的 元 素 称 为 正 整数 (positive integers) 或 自然 
数 (natural numbers)。 
符号 已 用 来 表示 有 理 数 集 (rational numbers)。 所 谓 有 
理 数 就 是 能 天 示 为 两 个 整数 之 比 的 实数 ， 其 中 第 二 个 闽 数 为 
非 零 整数 ， 即 ， 
Q= 丰 ER，z 一 29， p, 9€2, g*0} 
一 438 一 


电 于 每 个 整数 也 是 一 个 有 再 数 ， 例 如 一 5=5/《 一 1)， 所 以 之 
是 Q 的 一 个 子 集 。 事实 上 有 下 列 层 次 关系 ; 
NCZCQCR, 
所 谓 鞠 理 数 (itrational numbers) 是 指 不 是 有 理 数 的 实数 ; 
于 是 Q"*， 即 有 理 数 集 Q (相对 于 R) 的 余 集 表示 无 理 数 集 。 


正 数 (Positive numbers) 


在 实 直线 R 上 位 于 0 的 右 侧 ， 亦 即 和 1 同 便 的 数 是 正 至 
《positive numbers) ,在 0 左 侧 的 数 为 负数 (negative niimbers), 
下 列 公理 完整 地 刻 划 了 正 数 集 的 特征 : 

[go] 车 aER, 则 下 列 三 种 情况 中 恰好 有 一 种 成 立 。a 是 正 
的 ! <“=0; 一 & 是 正 的 。 

[2] 车 4, 了 ER 都 是 正 数 ， 划 它们 的 和 a+3 与 它们 的 积 
4 也 都 是 正 数 。 

击 此 可 见 ，% 为 正 数 ， 当 且 仅 当 一 4 为 负数 。,、， 

例 1.1 我 们 只 利用 [p.] 与 [2.] 来 证 明 实数 证 是 下 数 . 
由 [2 ]， 或 者 1 是 正 数 ,或 者 一 1 是 正 数 。 假 定 一 1 是 正 的 ， 
则 由 [2P2] 知 《 一 1)( 一 1)=1 也 是 正 的 ， 但 这 是 与 ,7P1] 相 予 
盾 的 ， 回 为 上 gl] 指出 ! 1 与 一 1 不 能 同时 是 正 数 。 故 一 王 是 
扯 的 这 个 假定 是 不 对 的 ， 因 此 1 是 正 的 。 

例 1.2 实数 一 2 是 负 的 ， 因 为 由 例 1 1 已 知 1 是 正 的 
于 是 由 [P81] 知 症 1 一 2 是 正 的 ， 因 此 由 [1] 知 一 -2 不 可 能 
是 正 的 ， 即 一 2 是 负 的 。 

例 1.3 我 们 求证 正 数 呈 与 员 数 有 的 积 Ge3 存 页 的 。 因 
六 负 ， 故 由 [pi], 一 8 是 正 的 ， 因而 向 [2i] 知 go (一 5) 也 匡 
正 的 。 但 @" (~ 六 一 一 (G.8)。 于 是 一 (eo) 是 正 的 ， Ep 
如 408 是 和 的 。 
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序 (order) 


: .我 们 利用 正 数 的 概念 在 RR 中 定义 一 个 序 关系 。 
定义 设 已 给 两 个 实数 6 与 5 ， 车 差 5-& 是 正 数 ， 则 称 4 
小 于 (ess than) 5， 记 作 @<<5。 
几何 上 说 ， 若 <<<? 则 在 实 直线 上 a 点 的 位 置 在 8 点 的 
左边 。 下 列 记号 也 是 常用 的 ， 
5>a， 读 作 : 5 大 于 ga， 表示 a<D， 
a<5， 读 作 : 小 于 或 等 于 bp， 表示 a< 人 B 或 a=5， 
?>>a， 读 作 : 6 大 于 或 等 于 a， 表 示 a<b。 
例 2.1 2<5; 一 6 一 3; 4<4 5> 一 8。 
例 2.2 实数 是 正 的 证 %>>0， ww 是 负 的 iw<<0。 
例 2.3 记号 2<%<<7 表示 2<<w 同时 还 有 42<73 因 下 2% 
位 于 实 直 线 上 2 与 7 之 间 。 
” 利 思 定 义 正 实数 的 公理 [oj] 和 [ps] 可 以 证 明 下 面 的 定 


理 。 


定理 只.2 设 sa, 5, ce 为 实数 ， 则 , 
(1 ) 或 者 xc<5， 或 者 c=5, 或 者 5<ay 
( 芋 》 若 a<<5， 同 时 5<<o， 则 a<coy 
《证 ) 车 g<5， 则 a+c<6+o 
(iv ) 著 &<<b 同时 是 正 数 ， 则 ac<<bc; 
《Vv ) 车 s<e 同时 。 是 负数 ， 则 ac>Bbc。 
推论 有 .3 实数 集 R 按照 关系 ac<5 成 为 全 序 集 。 


绝对 值 (Absolute vaiue) 
实数 « 的 绝对 值 ， 记 作 1s|， 其 定义 为 
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fs 若 %>0 
一 ts 车 %<0。 
注意 ， 任 何 实数 的 绝对 值 总 是 非 负 的 ， 即 对 每 个 zER。 
]z] 之 0。 
几何 上 说 ，4% 的 绝对 值 是 实 直线 上 点 与 原点 《 即 点 0) 
之 间 的 距离 。 另 外 ， 任 意 两 点 ,5ER 之 间 的 距离 是 la 一 5| 
=|?—al。 
例 3.1 1-21=2,171=7,| -zj=m, -VEl=V 
例 3.2 13 一 8 一 | 一 5| 一 5，|18 一 3| 一 15 |=5。 
例 3.3 表达 式 |2|<5 表示 人 与 大 点 之 间 的 距离 小 于 
53 因而 名 必须 位 于 实 直 线 上 一 5 与 5 之 间 。 搁 自 活 说 ， 
Is|<5 与 一 5<Cz<<5 
只 有 相同 的 意义 ， 同 理 ， 
17| <5 与 一 5<e<5 
只 有 相同 的 意义 。 
绝对 值 函数 用 ?) 二 |z| 的 图 象 
全 部 位 于 上 半 平 看 上 ， 因 为 对 于 任 
条 2ER,， f(x) 之 0《 见 图 》。 
绝对 值 函 数 的 主要 性 质 如 下 ， 


co = 全 而 家 命题 A.4 设 4,5,6 为 实数 ， 则 s 
(i) lal2>0; EB lel=0ife=0 

(1) 1a8| 一 le1181; 

(Hi) letdl<lel+ lols 

(iv) la-bl>llsl~ jbl 

(CY) le-el<le-bl+ld-el, 


最 小 上 界 公 理 (Least upper bound axiom ) 
在 第 十 四 章 中 讨论 一 般 度 量 空 间 的 完备 性 概念 。 对 于 实 
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袜 线 依 来 说 ,我 们 可 以 用 这 个 定义 ， 展 是 完备 的 意思 是 说 恨 
满足 下 面 的 公理 ， 
[LUB]J《〈 最 小 上 界 公 瑶 )， 一 个 实数 集 4 藻 有 上 界 ， 则 它 必 
有 最 小 上 界 ， 即 ，sup(4) 存 在 。 - 
例 4.1 有 理 数 全 @Q 不 游 足 最 小 上 办 公理 。 轿 为 令 
A={9€Q: 9>0,9<2} 
即 ， 有 4 是 大 于 0 同时 小 于 V3 的 所 有 有 理 数 所 袍 成 ， 则 4 有 
上 界 ， 例 如 5 是 它 的 一 个 上 界 。 让 是 它 没有 爱 小 上 办， 色 : 
不 存在 有 理 数 TMH， 使 w==sUp (有 4) 。 注 意 ! 人 0 不 能 是 V3, 因 
为 2 EQ。 . 
利用 最 小 上 界 公理 来 证 明 民 是 Archimed 有 序 的 
定理 入 .5(Archimed 序 公理 ) 正 整 数 集 N={1, 2,3， 
… 小 是 没有 上 界 的 。 
换 名 话说 ， 不 存在 这 样 的 实数 ， 它 是 大 于 每 个 正 整数 
的 。 这 个 定理 的 一 个 推论 是 ， 


推论 A.6 任何 两 个 不 同 实数 之 间 就 有 一 个 有 理 数 。 
区 间 套 性 质 (Nested interval property ) 
下 面 的 定理 所 讲 的 RR 的 区 间 套 性 质 是 最 小 上 界 公理 , 即 
RR 的 完备 性 的 一 个 重要 推论 。 
定 更 久 .7 《( 区间 塞 性 质 》 设 ~=[e, 3， 五 一 [ao 号 ]，… 
是 一 列 闭 的 (有 界 ) 区 间 套 ， 即 I1 汪 7, 忆 …， 则 所 有 这 
些 区 间 至 少 有 一 个 公共 点 ， 即 ， 
| Mrg, 
注意 ， 定 理 中 的 区 间 都 是 闭 的 和 有 界 的 这 些 条 件 是 必要 
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的 ,否则 定理 的 结论 不 成 立 ， 如 下 面 南 人 鲍 所 示 。 
例 5.1 设 A4,, 4,，… 是 下 列 左 开 右 阅 区 间 序 列 ， 


4 一 (0， 11, 4.={0, 1], &=(0, #1. 国 


这 个 区 问 序列 是 成 霉 的 ， 即 每 个 区 间 包 含 着 后 一 区 间 : 4 之 
44 二 …。 但 是 这 些 区 间 的 交 是 空 集 ， 即 : 
生 站 4 站 4n… 一 和 
于 是 不 存在 属于 每 个 区 间 的 公共 点 。 
例 5.2 设 4， 4,,… 是 下 列 无 界 闭 区 间 序 列 ， 
4,=[1, 00), A,=[2, 00), », 各 一 [有 co) 
则 4 二 4 一 …， 即 区 闻 序 列 是 成 老 的 。 但 是 不 存在 属于 每 个 
区 闻 的 公共 志 ， 即 : 
4 站 站 一 一 好 。 


习题 解 管 
城 公理 
1. 求证 命题 4.1(iv)， 对 任何 a, BE F， 
(1) a0=0, {2) G( 一 下 一 (一 4)5 一 一 把 ， 


《3) (—m) (一 太一 吧 。 . 
解 ，(1》a0 一 4(0 十 0) 二 a0 十 a0， 商 边 加 上 一 a0 好 得 ; 
0=a0。 . | 

(2) 0 一 60 一 5 十 (一 区 )) 一 二 十 of 一人。 因此 人 一切 是 - 
三 的 负数 ， 那 就 是 ，s( 一 仿 = 一 a5。 

同 再 有 ，( 一 465= 一 a6。 

(3) 0=(—0) 0 一 (一 g) G+(-0)) 一 (一 9) 6+(-0) 
《一 想 一 一 6+ (一 8) (一 了 ,两 边 加 上 2B， 即 得 :oa8 一 (一 9) 

638 — 


一 下 
2。. 求证 域 了 上 的 敢 法 对 于 减法 的 分 亢 律 ， 即 
gb—0)=abd— ac, 
解 ， al6-0) =a (B+(-0))=aB ta (~0) =ab+ (—a0) 
=@b—ac, 
3、 求 证 域 卫 没有 零 除 数 , 即 a6 二 0 一 4 一 0 或 5 二 0。 
多， 假设 46 一 0 及 as0， 则 4-: 存在 因而 
~ B=10= (80-0)b=0-:(00)=04-10=0。 
不 等 式 和 正 数 


4. 把 下 列 不 等 式 改 写成 使 “单独 处 于 两 个 不 等 号 之 间 
前 形式 ，( 3<22 一 5<7， (i) -7< 一 2%+3<5。 

解 ， 我 们 利用 定理 《4.2 

人 由 (这 ， 我 们 可 在 3<24 一 5<7 的 每 边 加 上 5 得 到 


8<24<12。 由 (iv) 我 们 可 在 每 边 染 以 二 得 到 4<x<6。 
人 在 不 等 式 每 边 加 上 一 3 得 到 -10< 一 2p<2。 由 (v) 
我 们 可 在 每 边 滁 以 一 志 ,将 不 等 式 调 个 方向 ,得 到 一 1<o<5。 


5. 求证 去 是 个 正 数 。 


解 ， 利 用 [号 J， 或 省 一 二 是 正 数 ， 或 者 亏 是 正 数 。 假 


» 1 1 1 
设 一 讨 是 正 数 ， 因 而 由 [J， (一 二 )+( ~ 去)= 一 1 也 是 正 
数 。 但 由 例 1.1 1 是 正 数 而 一 1 不 是 正 数 。 于 是 我 们 有 了 秆 
盾 ， 因 而 二 是 正 数 。 

— 9— 


6， 求证， 定理 4.2(i， 若 e<8 又 5<<o， 则 qa<<e。 
解 ， 由 定义 ，c<<b 表示 5 一 a 是 正 数 ，B<<c 表示 cb 是 
正 数 。 现 在 由 CRPJ， 和 名 一 办 十 (一 玉 =c 一 4 是 正 数 ， 因 
而 再 由 定义 得 4<<e。 : 
7。 求 证 定理 4.2(v)， 车 o< 8， 是 负数 ， 则 ae>be。 
解 。 由 定义 ，4<<5 琢 示 了 -a 是 正 数 。 由 [P]， 若 是 
负数 ， 则 一 c 是 正 数 ， 因 而 由 [LB], 积 (6 一 0) 《6)=gc 一 
Bc 也 是 正 数 。 因 此 ， 由 定义 ，Bbe<<ac 或 等 价 地 说 ，ac>bc。 
8。. 试 求 满足 (2 一 1) (z 十 2)<<0 的 
一 切实 数 %。 
解 ;必须 求 出 使 得 y= (% 一 DD (w+2) 
是 负数 的 “的 一 切 值 。 因 为 两 个 数 的 积 
是 负 的 ， 当 且 仅 当 其 中 一 个 数 是 正 的 而 
另 一 个 数 是 负 的 ,9 是 负 的 可 能 有 油 种 情况 ，(D 2 一 1<0 及 
+2 之 0 或 (六 x 一 1>0 及 %+2<0。 若 % 一 1>0 及 %+2<<0， 
则 2>1 同时 “< 一 2， 这 是 不 可 能 的 。 于 是 是 负 的 ， 当 且 
仅 当 xz 一 1<0 及 zf+T2>0， 或 5<1 同 时 *> 一 2， 那 就 是 ， 
当 一 2<s<1 时 Y 是 负 的 。 ， 
注意 y 一 (2 一 1) (2 十 2) 的 图 象 与 ? 轴 相 交 在 * 一 1 及 “一 
一 2 处 《和 如 上 图 所 示 ) 。 另 外 ， 图 象 在 允 轴 于 方 当 且 仅 当 乡 
基 负 的 ， 那 就 是 ， 当 且 仅 当 一 23<<es<1T 时 Yy 是 负 药 。 


绝对 值 

9， 求 下 烈 名 式 的 信 : 6) 11 一 31+1 一 71， 人 GO 1-1 
—4|—3—13—5), tii) |11—21—1-6lle 

解 : ( 1) 181+1-7l=1-2|+1-7|=2+7=8。 


一 449 一 


(CH) | 一 1- 和 一 3 一 3 一 下 一 | 一 引 一 3 一 | 一 31 
一 5 一 3 一 2 一 0。 
《过 11 一 2 一 | 一 6 日 一 12 一 6 一 | 一 引 一 4 
10， 改 写 下 列 各 式 使 不 带 绝对 值 记号 ，(i) 12 一 21<5， 
(12e+3|<7。 
上 《1 ) -5<z-2<5 或 -3<e<7。 
(这 ) 一 7<2z+3<7 或 -10<2z<4 
或 -5<az<2。 
11， 收 写 证 列 各 式 为 共有 绝对 信 记 号 的 不 等 式 ; 
OD -2<a<6 Dd 4<s<l0 ， 
解 ， 首 先 改 写 每 个 本 等 式 使 香 出 现在 新 的 不 等 式 孙 端的 
是 一 个 数 及 其 反 号 数 。(D) 在 一 2<e<6 的 每 边 加 上 一 2 得 
到 -ce 一 2< 于 它 等 价 于 Is 一 21<4。 
(i) 在 4<< za<c18 每 边 加 上 一 一 7 得 到 一 3<n~7<3, 它 等 
价 于 | 一 71<3。， : 
42。 永 证 序 题 4:4(iiiy。 jot81<ial+ Bl 
禾 : 方 守 LL 因 | 中 一 十 6 一 lel<elal; 同样 也 有 
一 上 B16<<151， 两 式 相 加 得 
-lel+t DRetb< lel 
因而 lotblilel+t lli= lol+ Bi, 
因为 lc1 十 二 1>0。 
方法 ? 由 于 雹 |a8| 二 116115 一 六 gb<<21a1 语 |, 明 上 
at:=a ta + et 2al ld +b 
一 je 二 243| 业 | 趟 地 一 (lei 十 才 D)?。 
但 是 VB-| Jetd},, 阐 尖 上 现世 子 半 这 下 平方 
根 ， 得 


一 多 2 一 


lat8l<lol+l81, 

13。 求 证, 命题 4.4(V)， |a-cl<ia-Bl+1D 一 ol。 

锋 ， 1a 一 c=|(a- 了 D+ 8-01l<le-bl+1b -cl 
最 小 上 界 公理 

14. 求证 定理 4.5《 Archimed 序 公理 )，R 的 子 集 中 = 
{1 2，3，…} 是 没有 上 界 的 。 

邬 ， 假 设 区 有 上 界 。 则 由 最 小 上 办 公理，sup(N) 存在 ， 
局 如 说 2 一 sup(N)， 则 2 一 1 就 不 是 机 的 上 界 ， 因 曾 : 

有 mEN 使 得 5 一 1<m 或 5<n+1。 

但 由 mE 玉 可 得 mm+1ERN， 因 而 5 又 不 是 千 的 一 个 上 界 ， 
这 是 一 个 矛 屠 ， 故 本 没有 上 界 。 . 

15。 求 证， 车 4 与 8 基 正 实数 ， 则 有 一 个 正 整 数 %, EN 
使 得 5<mna。 换 旬 话 说 ，a 的 某 个 偿 数 大 于 5。 

解 ， 假设 m 不 存在 ， 那 就 是 tma<<8 对 任何 nE 时 成 立 。 
风 因 为 5 是正 数 ，n<<b/g 对 任何 n€EN 成 立 ， 困 而 /ae 是 
RN 的 一 个 上 界 ， 这 与 定理 4.5{ 习题 14 》 矛盾 ， 故 由 是 存 
在 的 。 

16， 求 证 ， 车 “是正 实 数 ， 即 0<s， 则 有 一 个 正 整 数 
meERN 使 得 0<1/m<a。 

鲫 ， 假 设 和 不 存在 ， 即 a<1/n 对 于 任何 nERN 成立。 


则 钱 边 下 以 正 数 na， 我 们 有 n< 二 对 任何 neE 则 成立 。 因 


此 以 二 为 上 界 ， 而 这 起 不 可 能 的 。, 于 是 ，n 是 存在 的 。 


17。 求证 推 治 4.6， 任何 两 个 不 同 实数 4 与 5 之 并 总 存 
在 着 有 理 数 9 。 


一 kB 一 


解 ， 设 一 个 实数 a 小 于 另 一 个 实数 如 即 4<<5。 

车 a 是 负 的 而 5 是 正 的 、 则 有 再 数 0 位 于 它们 之 问 ， 即 
9<0<5。 

我 们 现在 对 于 4, 5 都 是 正 数 的 情况 来 证 嚼 推论 , 至 于 
a4, 了 都 是 负数 的 情况 是 同 祥 可 以 证 明 前 。a 或 5 中 一 个 是 0 
的 情况 可 以 从 习题 16 得 出 。 

由 于 4<<8 表示 8 一 < 是正 数 ， 四 而 由 上 一 习题 知 

有 mEN 使 得 0<1/m<5~z 或 十 41/nD<z 


我 们 要 证 存在 十 的 整数 伴 的 数 ， 它 位 于 4 与 5 之 间 。 注 意 


1/m<<b 因为 /ar fyb 出 习题 15, 1/m 的 某 .一 
倍数 大 于 5。 设 m 是 使 得 人 mwyno>>8 的 最 小 正 整数 ， 因 此 有 
《mo 一 1) fm<5。 我 们 要 证 


< 


而， 


Ro 
这 与 mm。 的 定义 矛盾 。 玫 是 (m4 一) /ms 是 4 与 6 之 问 的 有 理 
数 。 
区 向 赛 性 质 


18。 求证 定理 4.7( 区 问 大 性 质 ); 设 宇 一 [cy 各 J, 了 T= 
Cor 3 … 是 一 列 亲 的 《有 办 》 区间、 即 二 二.… 则 
所 有 这 些 区 问 至 少 有 有一 个 公共 点 ， 也 就 是 说 


所 zs 和 


评 者 村 ;原文 误 为 mo 。; 
一 4 全 一 


解 ， 册 二 汪 过 … 可 和 
A 
Bb 
可 证 ，Gm<b 对 任何 ms n€ NN 成 立 。” 
这 是 因为 ， 当 加 >4 时 有 an<bn<bs 
当 mSn 时 有 an<ar<bn。 
于 是 每 个 都 是 左 端 点 集 4 二 {41, dr 下 的 一 个 上 界 。 于 
是 由 如 的 慑 小 上 界 公 理 ，sup《4) 存 在 ， 锭 如 说 p 一 sup(4)。 
pb, 对 任何 mnEN 成 立 ， 因 每 个 5 是 4 前 二 个 上 界 ， 而 ? 
是 4 的 最 小 上 界 。 另 外 ,由 2 一 sup(4) 得 on<p 对 任何 nEN 
成 立 。 但 是 ， 
Gap 加 一 人 >DET 一 [ov bl, 
因而 2 是 所 有 区 间 的 公共 点 。 

19， 在 上 一 习题 中 伐 设 区 间 的 长 度 趋 于 0， 即 im (5 一 
4w) 一 0， 求 证 对 于 所 有 的 区 间 愉 好 只 有 一 个 公共 点 。 注 意 ， 
im(5。 an) =0 表示 对 于 任何 =>0， 

有 mEN 使 得 n> (dy <2。 

解 ， 假 设 p 与 2 属于 每 个 区 间 。 车 p91 志和 5， 则 1p 一 
各 |=8>0。 因 lim(5, 一 4,) 一 0, 故 存在 一 个 区 间 ,一 Laoes ， 
bo] 使 得 Tu 的 长 度 小 于 p; 与 ps 之 间 的 距离 19, 一 P| 一 8。 
从 而 ,入 与 包 不 可 能 都 痪 于 了。 这 是 一 个 秒 居 。 于 是 及 一， 
即 只 可 能 有 一 个 点 属于 等 个 区 间 。 
补充 习题 
城 公理 ， 

20， 求 证 右 分 配 律 [Dj] 是 左 分 配 律 上 Di] 与 交换 律 [&,] 

Py 


的 一 个 推论 。 
21， 求证 有 理 数 集 Q 关于 加 法 和 乘法 算是 一 不 体 。 
22. 求 还 加 下 的 实效 集合 4 关于 加 法 和 滋 法 运算 皮 “个 
体 : 4={a+sw 2，a,5 为 有 理 数 }。 

、23。 求 证 依 数 集 4 一 全 一 和 一 2, 了:21 4 叶 关 于 
加 法 与 乘法 运算 满足 除 [MsJ，[2 和 [4 外 的 所 市 仿 是， 
即 是 一 个 环 。 

不 等 式 与 正 数 
24. 政 写 下 列 各 不 等 式 使 单 玫 在 两 个 不 称号 之 间 ， 
0G) 4 一 28<10，() 一 1K24 一 3<5 
(iii) 一 3<5 一 2z<7。 
25. 求证， 任何 两 个 负数 的 积 是 正 数 。 _ 
26， 求 正定 理 4 .2(ii)， 若 4a<8， 则 aco<3 Tc 
27. 求证 定理 4.20v)， 若 4<6, 6 是正 数 ， 则 ac<be。 
28` 求证 扒 论 4.3， 衬 划 条 民 失 关系 a<5 感 全 序 集 。 
29， 求证 ， 着 ox<5, 2 是 正 数 ， 央 人世 scb, {i F< 


30, 求 征 ，MB<(a+b) 12。 更 一 般 地 ， 求证 
Yaa (G+ e+ dn) /no 
31, 求证 , 设 4 与 5 是 实数 ， 使 对 每 一 e>0 有 ocbte 
则 sa<2。 、 
32. 开光 性 下 列 太 等 起 的 扩 有 实数 人 ws 
(iD 2 十 22 2>0, (ly 《% 一 1) (十 3)2<0。 
绝对 值 - ; . 
+ 译 者 福 } 站) 让 担 。 当 ab 省 均 为 正 数 时 (站 ) 才 威 立 、 
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33， 求 值 ， 介 1 一 21 十 11 一 上， (13 一 8 一 全 一 9 
《过 11 一 4 一 12 一 ?1。 

34， 用 绝对 值 符号 改写 下 列 各 式 ，(i) 一 3<%<<9， 
(i) 2<xs<8，(ii) -7<e< 一 1。 

35， 求 证 ;GD) | 一 | 一 lel, (ii)e: 一 1e|5 GiDiel=MV 
《7) ‘sla 这 ~ agra, - 

36， 求证 命题 4.4(ii)，lab1=1el13|。 

37， 求 证 命题 4.4(iv): 1laj 一 |811<<la-B1。 
最 小 上 界 公理 

38， 求证 ， 设 4 是 下 有 界 的 实数 集 ， 则 4 有 一 个 最 大 的 
下 界 ， 即 inf(4) 存 在 。 

39， 求证 ， 

0) 设 sER 满足 oe<2, 则 有 nEN 使 得 (z+1/m)*<2。 

全 说 mER 满 足 因 >2: 则 有 EN 使 得 (2 一 1 由 和 >2。 

40。 求证， 存在 一 个 实数 “< 民 使 得 :一 2 

41， 求 证 ， 在 任 党 两 个 正 实数 之 间 ， 存 在 一 个 具 形 式 
的 数 ， 其 中 了 是 有 理 数 。 

42， 求 证 ， 在 任意 两 个 实数 之 问 ， 存 在 一 个 无 理 数 。 


补充 习题 答案 
24. 四 一 5<z< 一 2，(ii)1<z<4， (ii) 一 1<z<t。 
32， 人 一 83<2<0 或 4%>2, 即 weE(-3, 0)U(2, 00)， 
(Dol 
33. (1) 5, Ci) 一 3， (Hi) 1。 
34. (ls—3l<6, Gi)le—5|<s, Gi atti 
— 46 
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Extension of a function 34 
Exterior 135 


Family 4 

Field axioms 431 

Filter 275 

Finer topology 139 
Finite 

intersection property 299 
sets 2,61 

First 


集 相 等 
等 度 连 续 性 


等 价 组 
等 价 关 系 


等 价 度量 
等 价 集 
拓 朴 等 价 


败 氏 度量 
欧 氏 范 数 
殉 包 空间 

赋值 变 搁 ( 涵 数 ) 
广义 实 直 线 
画 数 的 扩张 
外 部 ， 外 部 的 


茂 

域 公理 
这 次 
较 精 的 拓 扩 


有 限 相交 性 
有 限 集 
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axiom of countability 257 
category 382 

countable space” 257 
element 69 

Follows 67 

Function 32 

projection 37 

set 40 

space 398 

Functionals #09 


Graph 32 
Greatest lower bound 70 


Hausdorff space 273 

Heine- Borel theorem 296,95,113 
Hereditary property 261 
Hilbert 

cube 254 

space 228 

Homeomorphic spaces 197 
Homeomorphism 197 
Homotopic 357 

Homotopy 358 


Tdentity 
function 35 
relation 11 


Image 32,39 
Inclusion function 56 
tndexed sets 36 


一 458 一 


第 一 可 数 公理 
第 一 纲 

第 一 可 数 空间 
第 一 元 豪 

跟着 发 生 ， 后 于 
表 数 ， 了 映照 

对 影 画 数 

集 函 数 

函数 空间 

泛 函 


图 条 
最 大 下 界 ( 下 确 界 ) 


Hausdorff 空 间 
Heine-Borel 定 理 
遗传 性 


Hifbert 立 方 你 
Hilbert 空 间 
同 胚 空间 

同 胚 遇 照 

同 伦 的 

同 伦 


tndiscrete ( topological ) space 129 不 可 分 (拓扑 ) 空 间 
Induced 


Imetric 231 诱 生 度量 
topology 223 诱 生 拒 扑 
Infimum (inf 》 70 下 确 界 
Infinite sets 2,61 无 限 集 
Initial point 356 起 点 
Integere ，433 整数 
Interior 
function 196 开 串 数 
ofa set 135 集 的 内 部 
point 91,104,135 内 点 
Intersection 5,37 交 ， 相 交 
tntervals 2,353 区 间 
Inverse 
function 35 这 函数 
image 39 送 象 
relation 10 北美 系 
Irrational numbers 434 无 理 数 
Isometric 227 等 距 的 
Kuretowski’s closure axioms 141 Kuratowski 半 包 
公理 
Ta-metric 229 - 度 量 
-norm 234 引 - 范 数 
la-space 229 3 空间 
Larger - 
clement 67 较 失 元 素 
topology 139 较 埠 丘 盾 
Lattice 163 : 桔 
Least upper boupd 70 最 小 上 界 ( 上 确 界 》 
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axiom 436 
Lebesgue number 308 
Lexicographically ordered 68 
Limit 

of a sequence 97 

point 105,93,130 
Lindelof 、 

Space 260,270. 

theorems 250,265 
Linear ¢ Vector ) space 43 
Linearly ordered 67 
Local base 175 
Locally 

compact 303 

connected 355 
Lower 

bound 70 

limit topology 173 


Mapping 32 
Maximal element 69 
Meager 382 
Member 1 
Metric 217 
product space 333 
space 223 
subspace 223 
topology 223 
Metrizable 226 
Metrization problem 226 
Minimai element 69 
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ma 一 


最 小 上 界 公 理 
Lebesgue 数 
字典 编 次 序 的 


序列 的 极限 
极限 点 


Lindeisf 空间 
Lindel8f 定理 
线性 (向 量 ) 空 间 
线性 序 

局 部 基 


局 部 里 致 
局 部 连通 的 


下 界 
下 极限 拓 拉 


Minkowski’ sinequality 246 


N, positive integers 3,433 
Natural 

numbers 433 

Drder 67 

Negative numbers 434 
Neighborhood 137 
Nested 

interval property 437,443 
Jocal base 258 

Net 274,307 
Non-denumerable 63 
Norm 231 

Normal space 276 
Normed space 231 
Nowhere dense 136 
Nullset 4 


One-one function 34 
One-point compactification 305 
One-to-one 
correspondence 61 
function 34 
Onto function 35 
Open 

cover 295 

dise 103 
function 196 
interval 2 
neighborhood 130 


Minkowski 不 等 式 
NN, 正 整 数 集 


自然 数 
自然 序 
负数 
爸 域 


区 间 妆 性质 
局 部 安 基 
网 

非 可 列 
范 数 
正规 空间 
赋 范 空间 
无 处 稠密 的 
室 集 


一 一 雪 
点 紧 致 化 


set 92,104,128 

sphere 221 
Drder 

inverse 68 

natural 67 

on the real line 435 

partial 66 

topology 174 
Ordered 

linearly 67 

pair 9 

subsets 68 

totally 67 


Partial order 66 
Partition 12 

Path 355 

Plane 8 ; 
Point open topology 399 
pointwise convergence 401 
Positive 

integers 433 
numbers 434 

Power 

of the continusm 64 
Set 4 

Product 

Cartesian 38 
invariant 332 
metric space 333 

of functiions $4 
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开 集 
开 球 


壕 序 
自然 序 
实 直线 上 的 序 
部 分 序 
库 拓 村 


级 性 有 新 
育 序 偶 
有 序 子 集 
全 新 


部 分 序 
分 禄 
道路 
平面 

点 开拓 者 
到 点 政 笋 


正 整 数 
正 数 


连续 鱼 始 势 
势 集 


简 卡 尔 积 
积 不 变 
积 度量 空间 


了 画 数 的 积 


set 8 积 集 


space 325 积 空间 
topology 325 积 拓 寺 
Projection fanction 37 射 彩 耳 数 
Proper subset 3 真子 全 
Pseudometric 219 准 度量 
Q, rational numbers 433 QQ 有理数 集 
Quotient set 12 商 集 
R, real numbers 433 民 , 实数 集 
R", Euclidean m-space 228 RR", m 维 欧 氏 空间 
RY”, 1,-space 229 民 ”“, 1- 空间 
Range 
of a function 32 肖 数 的 值 域 
of a rclation 10 关系 的 值 域 
Rational numbers 433 ”有 理 数 
Real 
line 433 实 直 域 
numbers 382 实数 
Real-valued functions 33,42 实 值 西数 
Refiexive +elation 11 自 反 关系 
Region 357 区 域 
Regular space 275 ,正则 空间 
Relation 9 关系 
Relative topology 140 相对 拓扑 
Resttiction of ea function 34 泡 数 的 收编 
Ring 432 环 
Schroeder -Beristein theorem 64 Schroeder -Bernstein 
定理 
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Second 

axiom of countability 258 
Category 382 

countable space 258 
Separable 260 

Separated sets 349 
Separation axioms 224,272 
Seaquence 

Cauchy 100,376 
convergent 97,105,138 
of sets 36 
Sequentially 

compact 301 
continuous 195 

Set 1 

Set functions 40 

Simply connected 359 
Smaller 


clement 67 
topology 139 
Space 


completely regulat 278 
Hausdorff 273 
Lindelaf 260,270 
linear 43 

Imetric 223 

normal 276 

Dotmed 231 

regular 275 
topological 128 
Tychonoff 279 
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第 二 可 数 公 理 
第 = 纲 
第 二 可 数 空间 
可 分 的 

分 离 集 ' 

分 离 公 理 


Cauchy 序列 
收 仇 序列 

集 序 列 

列 紧 的 四 
序列 连续 
集 

全 函数 

划 连 通 的 


较 小 元 素 
较 小 拓 提 <。， 


完备 好 正则 空间 
Hausdorff 空 间 - 
Lihdeldf 空 从 

弘 性 空 漳 

度量 空间 


”正规 室 间 


页 范 空间 
正则 空间 
者 填空 间 : 
Tychonoff 空间 


vector 43 
Sphere 221 
Subbase 173 
Subsequence 99 
Subset 2 
Subspace(topological} 140 


Supremum(sup)} 70 
Symmetric relation 11 


To-space 291 
T,-space “272 
T,-space 273 
了 -space 275 
T-Space 279 
了 -Space 276 
‘Terminal point 356 
Ternary set 334 


Thick 383 
Thin 382 
Topological 

function 197 

propefty 198 

space 128 

subspace 140 
‘Topologicalty ednivaleut 197 
‘Topology - 

of compact convergence 407 
of pointwise oonvergence 402 
of uniforin' convergence 404 


子 空间 ( 拓 痢 子 空 
间 ) 
上 确 界 


了 空间 
了， 空间 
了 空间 
了 :空间 
了 在 空间 
了 空间 
终点 
三 分 点 集 ，Cantof 
集 
浓密 
希 疏 


拓 装 函数 
拒 夺 性 质 
拓扑 空间 
拓扑 子 空间 
拓扑 等 价 


紧 致 站 你 拓 扑 
逐 点 收效 拓扑 
一 致 收 伊 拓 刷 
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Totally 

bounded 307 

disconnected 371 

ordered sets 67 
Transcendental numbers 86 
Transitive relation 11 
Triangle inequality 217 
Trivial metric 218 
Tychonoff 

Product theorem 332,341 

product topology 325 

space 279 


Unbounded set 220 
Uniform - 
boundedness 405 
continuity 321 
convergence 402 
convergence on compacta 408 


Union 5,37 

Universal set 4 

Upper 

bound 70 

limit topology 173 
Urysohn 

lemma ,277,283 ， 
metrization theorem 277,287 


Usual 
metric for real numbers 218% 


一 460 一 


完 公 有 到 
完全 不 连通 的 
全 序 集 

赵 越 数 


, 传 遂 关系 


三 角 不 等 式 、 


“平凡 度 重 


Tychonoff 积 定理 
Tychonotf 积 拓 站 
Tychonoff 空间 


无 界 集 


一 至 有 界 性 
一 至 连续 性 
一 致 收效 性 

在 紧 致 储 上 的 一 至 
收 致 性 
并 ， 并 信 

字 宙 入 


上 界 
上 极限 拓扑 


， .Urysohn 引 理 


Urysohn 度量 化 定 
再 


.实数 集 的 通常 度量 


topology for real numbers 128 


Vector space 43 
Venn diagram 6 


Weaker topology 139 
weiermtrass intermediate value theorem 
103,123 


2, the integers 433 
Zorn’s emma 71 


实数 集 的 通常 拓扑 


向 重 空间 
Venn 图 


弱 拓 扩 
Weierstrass 介 值 定 


理 


工 ， 茜 数 集 
Zorn 绰 理 


一 4 一 


符 号 索引 


(TD) 大村 空间 ext(4) 万 的 外 部 


(ZX, @) 度量 空间 te 赋值 函 数 
下 范 数 当 ( 卫 ,了 ) 下 到 了 的 画 几 
3 捐 于 所 襄 的 寺 
= 人 > 导 效 P(A, B) A 到 如 的 7 
存在 着 所 成 的 
A 对 于 所 有 的 过 法 且 仅 当 
和 盖 ( 例 4NB》 inf( A) 有 有 的 下 太 。 
4 可 的 导 集 int(4》 各 的 内 部 
可 或 4- 人 4 的 闭 包 N 正 整 数 集 
及 或 4 途 的 内 部 区 隐 的 邻 域 对 
A 4 的 余 集 P(A) 及 的 势 集 
TH4: iET} 上 证 氏 积 Q 有 理 数 集 

或 Ts R 实数 集 

或 [E44 R™ LW 维 欧 氏 空 间 
Ty 第 5 个 射影 本 R” 及 -空间 

数 Sp, 8) 开 球 
bmp) 序 情 8S.t。 使 得 
2 空 集 sup( A) 4 的 上 确 界 
b(4) 了 4 的 边界 t 丘 提 
Cro, 13 [0, 科 上 连续 了 用 上 的 桐生 
未 数 全 体 Ei 

dd) 4 的 直径 Y 通常 拓 。 
du, b) 4 到 5 的 距离 了 Z 整数 集 
多 离 籼 撕 耻 


